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LỜI NÓI ĐẦU 
—oQ)o— 


Cuốn sách nàu ghi lại giáo trình Cơ Sở Giải Tích dã được dùng trong 
nhiều chục nảrn cho sinh uiên năm thứ hai chương trình Cử Nhân Toán 
Học của Đại Học Khoa Học Sài Gòn, Đại Học Sư Phạm, Đại Học Tổng 
Hợp và hiện được dùng cho sinh uiên Cử Nhân Toán của Đại Học Khoa 
Học Tụ Nhiên Đại Học Quốc Gia thành phố Hà Chí Minh. Nó trình bà 
một số khái niệm căn bản của Tôpô uà ứng dụng trong Giải Tích. 


Sinh uiên đọc cuốn sách này lần đầu đốt uới chương 0, chỉ cần gh+ lạt 
nội dung định lú Heine-Borel- Weierstrass uà hệ luận của nó (tạmn bỏ qua 
các chứng manh). Chương 1 uề Đường Thẳng Thực, chương 2 uề Không 
Gian Metríc uà Hàm Số Liên Tục là hai chứơng cửn bản mò sinh uiên niên 
đọc kỹ trước khi sang các chương tiếp theo. Mỗi chương chứa rnột số bảt 
tập, những bài tập này gắn liền với Lý thuuết. Phần cuốt cưa cuốn sách 
dành cho bài tập, khoảng 120 bài thuộc trình độ khắc nhau uùà hầu hết các 
bài tập là có hướng dẫn. 

Mạc dầu đối tượng độc gid khi viết cuốn sách là sinh Uiên Toứn, song 
ranh giới giữa Toứn Học uà nhiều ngành khoa học khác ngày càng không 
rõ ràng uà các ứng dụng của Toán ngày cảng gia tăng. VÌ uậu, cuốn. sách 
cũng có thể dùng cho nhiều đốt tường độc giả ngoài ngành Toán như sinh 
viên Tin Học, Cơ Học, Vật Lú (đặc biệt là Vật Lý Lý Thuyết) v.u..: 

Sự phản ứng nồng nhiệt của sinh uyên cứng như sự giúp đố của đồng 
nghiệp đã khiến giáo trình này được tn thành sách. Chúng tôi cứng zn 
thành thật cám ơn Nhà Xuất Bản Giáo Dục đã nhận xuất bản uà tạo điều 
kiện để cuốn sách được phổ biến rộng Túi. 

Thành phố Hồ Chí Minh, tháng 11 năm 1997 
Tác Giả 
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Chương 0 
SỐ NGUYÊN - SỐ THỰC 


Trong phần này, chúng ta dịnh nghĩa tập hợp các số nguyên tự nhiên 
bằng tiên đề Peano. Chúng ta cũng phát biểu và chứng minh phép quy nạp. 
Sau đó, chúng ta định nghĩa trường số thực bằng tiên đề và dưa ra tính duy 
nhất của tập hợp các số tự nhiên qua phép dẳng cấu bảo toàn thứ tự, tính 
duy nhất của trường số thực qua phép dẳng cấu giữa các trường được sắp. 


Tập hợp các số nguyên tự nhiên là một tập hợp khác trống, dược 
sắp và thoả tiên đề sau, tương dương với tiên đề Peano: 


(¡) Với mỗi phần tử n của N, có một phần tử mn của N sao cho Tn > Tt 


(ii) N được sếp tốt, nghĩa là mọi tập con khác trống của N đều có một 
phần tủ nhỏ nhất 
Như vậy, do (ii), /N có một phần tử nhỏ nhất, được ký hiệu là 1. 


Ngoài ra, do (¡) và (ii), với mỗi n € N, có duy nhất một phần tử 
của N, được ký hiệu là z(n), là phần tử nhỏ nhất của tập hợp các số 
nguyên lớn hơn %; ø(n) được gọi là phần tử tiếp theo của m. 


(1) Nếu A là một tập cơn của N, chứa 1 sao cho n € A dẫn đến ø(n) € Á 
thàA =N 
§0.1 Phép quy nạp 


Mẹnh đề 0.1 Với mỗin€ N, ta liên kết một mệnh đề P{(n) (P{n) có 
thể đứng hoặc sat). Giả sử: 


© Tồn tại một k > 1 sao cho P(k) đúng 

© Với mọi n€ N, P(n) đúng dẫn đến P(ø(n)) đúng 
Thì P(n) đứng uớt mọt n 3 È. 
Chứng minh. Đặt 


B = {ncN/n>k và P(n) dúng } 
D {ncN/1<n<Èk} 
Ả = BLJD 
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Ta có 1 € 4 và ø € 4 dẫn tới ơ(n) € Á. Do tiên đề (ii), ta có A = 0N. 
suy ra Ö là tập con của /V chứa mọi phần tử n > k. Do đó, P(n) đúng với 


` 


Một tập hợp khác trống 4 dược gọi là hếu hạn nếu có một song ánh từ 
A lên một khoảng của /Ý (một khoảng của N là một tập hợp có dạng 


{z€N/m<z<n} 
với mn,t C N). 
Một tập hợp A dược gọi là đếm được nếu có một song ánh từ A lên N. 


Một tập hợp 4 khác trống được gọi là không đếm được nếu nó không 
hữu hạn và không đếm được. 


Sau đây, chúng ta sẽ định nghĩa trường số thực. Trước hết, chúng ta 
giới thiệu vài thuật ngữ đại số. Một trường là một tập hợp K chứa ít nhất 
hai phần tử, trên đó được định nghĩa hai luật hợp thành; 


© Phép cộng (z,g) -› z+VW #£,cCK 
© Phép nhân (z,y) -> zụ #,u€K 
thoả các điều kiện sau: 
(¡) Phép cộng có tính kết hợp và giao hoán 
(1) Có một phần tử trung hòa cho phép cộng, ký hiệu là 0 thỏa 
+0=Ũ+z=z VzcXK 
(ii) Với mỗi z € K, có duy nhất một phần tử được ký hiệu là _z thỏa 
z+(-z)=(—z)+z=0 VzeK 


(v) Phép nhân có tính kết h 


ợp và có một phần tử trung hòa khác 0, 
thường được ký hiệu là e 


(e # 0) và được gọi là đơn U} của trường 
£Œ#—=ze=z Vz€CXK 


by) 


Với mỗi z # 0, có duy nhất một phần tử được ký hiệu bởi z~! thỏa 


L_ TRE = Ủa =e 
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(vi) Phép nhãn có tính phân bố dối với phép cộng, nghĩa là với mọi z, 1, z 
thuộc K 


Œ+9)2z = zz+z 
Z(@+) = z£z+zV 


Hơn nữa, nếu phép nhân có tính giao hoán, nghĩa là 
zU—=+z Vz,cK 
thì K được gọi là trường giao hoán. 


Cho K là một trường. Ta nói K là một trường được sấp nếu trên K có 
trang bị một quan hệ thứ tự < thỏa các điều kiện sau: 


() Nếu z < ÿ thì z+ ø&< + ø với mọi a € K 
(1) Nếu z < y và c> 0 thì zc < e 


Một tập sắp thứ tự # được gọi là sếp toàn phần nếu với mọi z,1 € È, 
ta có z < ụ hoặc  < z. 


BÀI TẬP. 


e Chứng minh rằng nếu e là đơn vị của một trường được sắp toàn phần thì 
¿>0 


Hướng dẫn: Vì e # 0 nên e > 0 hay e < 0. Nếu e< 0 thì -e > 0 và 
e = (—e)(—e) > 0 


e Chứng minh rằng z < ÿ nếu và chỉ nếu  — z > 0 


Cho K là một trường được sắp toàn phần, giao hoán, có đơn vị. Ta nói 
K là trường được sắp Archimède nếu với mọi z, € K và z > 0, tồn tại 
n€ N sao cho nz > ự. Trong đó, phần tử nz được định nghĩa bằng quy 
nạp như sau: 


lz = #7ố 


ơ(n)z = Tnửz++ 


Nhác lại rằng ø(n) là phần tử tiếp theo của n. 
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§0.3 Cận trên. cận dưới 


Cho 44 là tập con của tập hợp được sắp toàn phần # ` Một phần tử % của 
E được gọi là một chận trên của +1 nếu 


<SÁu VzC€CA 


Tương tự, một phần tử ư của E được gọi là một chân dưới của 4 nếu 
œe>tu Vz€C A 
Một tập con của E được gọi là b; chận trên (hoặc b¿ chận dưới) nếu 
nó có một chận trên (hoặc có một chận dưới). 


Cận trên của A, nếu có, là phần tử bé nhất của tập hợp các chận trên 
của 4, được ký hiệu là sup A. 


Cận dưới: của A, nếu có, là phần tử lớn nhất của tập hợp các chận dưới 
của 4, được ký hiệu là inf A. 


Ví dụ, nếu lấy 4 = (0,1) và B = T0,1] thì sup A4 = supB = 1 và 


in£ 4 = imnf B = 0. Ta thấy sup 4 ø A, sup B € B và inf A ø A, inf Bc B. 


BÀI TẬP. 
e Chứng minh tính duy nhất của cận trên và cận đưới 
Tiên đề cho tập hợp các số thực. Trường R các số thực là một trường 


Archimèede được sắp toàn phần, giao hoán, sao cho mọi tập con khác trống 
của R b‡ chận trên đều có một cận trên. 


Phần tử của R được gọi là số thực. 


Từ tiên đề trên, ta suy ra rằng: mọi tập con khác trống và bị chận dưới 
của đều có một cận dưới. 


Một tập con của R được gọi là by chận nếu nó bị chận trên và bị chận 
dưới. 


Ta sẽ phát biểu và chứng minh Định lý Heine-Borel-Weie rstrass nhờ sự 


tồn tại của cận trên của mọi tập con khác trống và bị chận trên trong . 
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Định lý 0.1 (Heine-Borel-Weierstrass) Cho a,b là hai số thực (a < b) 
0à {];}¿ei là họ các khoảng mở phủ đoạn [a,b] theo nghĩa: 
[a,ð| C J1: - 
iCI 
Thì tồn tạt một họ con hữu hạn l„,l,„,...,l;, phủ [a,b]: 


ta, b] C1.) |) vá Jin 


Chứng minh. Gọi # là tập hợp các điểm z € Íø, bÌ sao cho (ø, z} được phủ 
bởi một số hữu hạn các khoảng mở Ï;. 


Ta có ⁄ #J vì ac E. Hơn nữa, E bị chận trên bởi ð nên È có cận trên 
là c. Ta sẽ chứng minh e€ E và e = b và do đó định lý được chứng minh. 


Chú ý rằng ø < c < b nên c€ 1¿¿ với một ¡o nào đó. Theo dịnh nghĩa 
của cận trên, tồn tại d € sao cho d < e và d€ 1y. Thì (a, d] có thể được 
phủ bởi một số hữu hạn các khoảng mở 1;, do đó !;; và các khoảng l; này 
sẽ phủ [a,c|. Suy rac€ E. 

Sau cùng, ta chứng minh c = 0. Giả sử ngược lại c < b. Với e€ lạ, có - 
phần tử e sao cho e < e < b và e € l¿¿. Chú ý rằng (a,c) có thể được phủ 
bởi một số hữu hạn các khoảng mở ï;. Do đó, các khoảng Ï; này cùng với 
khoảng 7;„ sẽ phủ [a,e]. Vậy Ía,e] cũng dược phủ bởi một số hữu hạn các 
khoảng ï;. Vậy e € E và e > c, điều này trái với sự kiện c = sup #. Do đó 
c = b và định lý được chứng minh xong. 

Hệ quả. [a,b]} không đếm được. 
Chứng minh. Hiển nhiên [z,ủ| không hữu hạn, ta sẽ chứng minh {a, ủ] 
không đếm được. Giả sử ngược lại, (ø, b] đếm được, nghĩa là có một song 
ánh 
$: N — lab 
S(n) = VI 


Như vậy, mọi phần tử của [ø,b| đều có dạng S„ với n € N. Chọn 
#¡ € (ø,b) sao cho z¡ # S5. 
Chọn Ấy = [ai, bị] sao cho z¡ € (01,‹), Kị C (a,) và 6 £ Ấn. 


Cho K„ = [an, bạ] là khoảng đóng chứa trong (a, b) sao cho 5¡ # Ấn, + = 
1,...,m và Ki C K¡, ¿= 1,...,n T— 1. Thì ta chọn được khoảng đóng 


Ơn, = [đn+t› Ön+t ] C Kz sao cho 5ì ⁄4 ' đơn ft lạv¿yyfn +: 
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le e] (= sử 
Do đó, ta chỉ cần chứng minh í1 Ka #0. Thật vậy, giả sử f1 Ea =0. 
n=]l n=1 


Xét họ các khoảng mở 


lạ = (a = lây}, hn = (ba, b + 1) 


Hợp của họ {lạ} và {J„} sẽ phủ [a,b|. Theo Định lý Heine-Borel- 
Welierstrass, [ø, b| có thể được phủ bởi một số hữu hạn các ï„ và J„, nghĩa 


là: 
l5/0|C Tàu | Joes] Bay L4 J+vz Ji 


Do đó, Kz¿ = na Í\...()Ka, = 0. Điều này mâu thuẫn với cách chọn 
le s) 


họ {Ka}. Vậy l0 Ka # 0 và hệ luận được chứng minh xong. 


n=]1 


§0.3 Số nguyên tự nhiên và số nguyên tương đối 


Ta chú ý rằng tập hợp ú các số tự nhiên có thể xem như là tập con của J 
một cách tự nhiên như sau: 


N lò tập hợp được sắp. Nếu Nhì cũng là một tập hợp được sắp sao cho 
có một song ánh ƒ từ lên Ñ¡ bảo toàn thứ tự; nghĩa là: 


œ<= ƒ(z) < ƒ(u) 
thì ta đồng nhất / với Ñ¡ về phương diện tập hợp được sắp. 


Nay đặt 
ƒ: N — R 
ƒím) = 
trong đó, e là phần tử đơn vị của †J và nhắc lại ne được định nghĩa bằng 
quy nạp như sau: 


T+€ 


le = e 


ơ(n)e ne + e 


Đặt Ñị = { ne / m € N }. Ta chứng minh ƒ là một song ánh từ lên 
Ñ¡ bảo toàn thứ tự, nghĩa là: 


Tn < T, ——> Tne < re 
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Điều này được chứng minh bằng quy nạp như sau. Đặt 
B={nc N j TY 3.Tn} 


Ta chứng minh 
me < ne Vn€ B 


Nếu & là phần tử nhỏ nhất của Ö thì k = ơ(m) và 
ke — me + e > rne 
vìe >0 
Nếu nw € B sao cho me < ne thì 


Tnẻ < ne-+ e = ơ(n)e 


Do phép quy nạp, ta có: 
me<me VncB 


Với quy ước này, ta có thể đồng nhất W với Ñ). Cụ thể hơn, ta đồng 
nhất ne với n và ta viết œ thay cho ne. Đặc biệt, ta viết 1 thay cho e. 


BÀI TẬP. 
e Chứng minh rằng nø = (ne)b 
Hướng dẫn: Điều này đúng khi n = 1. Giả sử nb = (ne)b. Thì 


ø(m)b = nb +b 


(øơ(n)e)b = (me + e)b = (ne)b + eù = nb + b 


e Chứng minh rằng n(Ù — a) = nb — na 
Hướng dẫn: Thật vậy theo bài tập trên thì 


n(b — a) = (ne)(b — a) = (ne)b — (ne)a = nb — na 


e Chứng minh rằng tổng của hai số nguyên trong † là một số nguyên 
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Hướng dẫn: Ta có me + le = ơ(m)e. Giả sử me + ne là số nguyên, nghĩa 
là 
Tne + re — ke 


Thì 

mề *t đ(n)e = rne + (ne + e) = (me + ne) + e = ke + e = ơ(k)e 
nghĩa là me + ơ(n)e cũng là số nguyên. 
e Chứng minh rằng tích của hai số nguyên trong là một số nguyên 


Hướng dẫn: Ta có me.1e = me.e = me. Giả sử mme.me là số nguyên, nghĩa 
là 


Tne.Tue = ke 
Thì 
rmne.Ø(m)e = mne.(ne +.) = 1n€.Tue + Tne.e = rne.ne + Tne — le + rne 


cũng là số nguyên do bài tập trên. 


Ta ký hiệu Z là tập con của # định nghĩa như sâu: 


Z=N|]({-n/sceN}|J(t0} 


Z được gọi là tập hợp các số nguyên tương đối. 


BÀI TẬP. 


e Giả sử n(b — a) > 2 với một mœ € jN. Chứng minh rằng có một số nguyên 
tương đối k sao cho 
ma < Ằ < nb 


Hướng dân: Từ tính chất của các số tự nhiên, ta có thể chứng minh rằng 
có số nguyên tương đối lớn nhất w sao cho  < nø và số nguyên tương đối 
nhỏ nhất 0 sao cho nb < 0. | 


Do đó, 
0U — tu > nb — na = n(b — a) > 9 


Vậy phải có số nguyên tương đối Èk sao cho ma < k < nb. 
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§0.4 Số hữu tỷ 

Ta ký hiệu Q là tập con của định nghĩa như sau: 
Q={mmn~! /m.n€ Z, n #0} 

.Q được gọi là tập hợp các số hữu tụ. 


Mẹnh đề0.3. Cho a,b là hai số thực, a < Ù. Thì khoảng mở (a,b) chúa 
ít nhất tnột số hữu tủ. 


Chứng mỉnh. Vì ö - ø > 0 nên có số nguyên ø > l sao cho 
2 < n{(b — a) = nb — ma 


Do đó, ta có số nguyên tương đối È sao cho na < È < nb. Vậy a < kn~! < b 
và mệnh đề được chứng minh.” 


Trước khi chấm dứt chương này, ta có vài nhận xét sau. Ta đã đề cập 
tới tập hợp các số tự nhiên và/trường các số thưc. Khái niệm nêu ra ở đây 
có tính duy nhất của một vật toán học: Nói cách khác, nếu M7 là tập hợp 
dược sắp thoả mãn các tiên đề như €ủa Ñ thì ta có thể chứng minh rằng 
NI thứ tự đẳng cấu với N, nghĩa là có một song ánh từ /Ý lên Ý° bảo toàn 
thứ tự. Ngoài ra, nếu ?# là một trường được sắp thoả mãn các tiên đề như 
của #, nghĩa là nếu ##' là một trường Archimède giao hoán, được sắp thứ 
tự toàn phần, trong đó, mọi tập con khác trống và bị chận trên đều có một 
cận trên thì ta có thể chứng mình !” và JÈ dáng cấu với nhau với tư cách 
trường được sếp, nghĩa là, có một song ánh ƒ tù R.lẽến lừ thoả: 


ƒ(œ+w) = ƒ()+ ƒ(u) 
ƒ(z0) 


và z < dẫn đến ƒ(z) < f0) 


Ÿ 
¬h 
¬ 

Đ 
¬——2 
¬ 
—~ 
œ 
¬——2 


Do đó, ta đồng nhất R và F' về phương diện trường được sắp và với 
nghĩa này thì trường các số thực là duy nhất. 


BÀI TẬP. 


e Chứng minh tập hợp các số tự nhiên là duy nhất qua phép đẳng cấu bảo 
toàn thứ tự 


Hướng dẫn: Gọi N' là tập hợp được sắp thoả tiên đề Peano. Gọi 1/ là 
phần tử nhỏ nhất của N“. Định nghĩa 


ƒ)=1 
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14 
và sau khi định nghĩa ƒ(n), ta định nghĩa 


ƒ(ø(n)) = z(ƒ(n)) 


với ø'(m) là phần tử tiếp sau của mm trong W“. Thì ƒ là một đẳng cấu bảo 
toàn thứ tự từ Ñ lên N'. 


e Chứng minh rằng trường được sắp các số thực là duy nhất qua phép đẳng 
cấu bảo toàn thứ tự giữa các trường 


Hướng dân: Gọi F' là trường dược sắp thoả cùng tiên đề với trường số 
thực. Gọi e' là phần tử đơn vị của F. Định nghĩa ƒ: R —› H như sau: ` 


ƒ(ne(me)~`) = ne'(me')~1 
và với z € R thì ta định nghĩa 
ƒŒ) =sup{ ƒ(w)/w<, <z} 


Thì ƒ là một phép đẳng cấu giữa trường được sắp F† và trường được sắp 
Tư. 
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Chương 1 
ĐƯỜNG THẮNG THỰC 


§1.1 Tập mở, tập đóng 


Như thông thường, gọi † là tập hợp các số thực. Một tập con khác trống 
A của ] được gọi là một tập mở của R nếu với mọi phần tử z trong 4, 
tồn tại một khoảng mở ï„ chứa z và I„ chứa trong 4. Hơn nữa, ta quy ước 
tập trống Ú là một tập mở của #‡. Hiển nhiên, ta có 


Mệnh đề 1.1 Một khoảng mở là một tập mở của ÄR. 
Mệnh đề 1.2 Hợp của một họ tập mở của R là một tập hợp mở của ÄR. 
Chứng minh. Gọi {I;};c; là một họ tập mở của l. Đặt 
Ạ -ÀL) 
Hợi 
Giả sử A # Ú. Nếu z€ 4 thì z € W, với một.zo € ï. Vì W;, là tập mở 
của # nên có khoảng mở (az,0„) sao cho 


z C (a„,b„) C W„ef 


Do đó, A là tập mở của #‡ và mệnh đề được chứng minh.D 
Mệnh đề 1.3 Giao của một họ hữu hạn tập mở của Rì là một tập mở 
của TH. 
Chứng minh. Gọi 4, Đ là hai tập mở của # và giả sử Aƒ\B #0. 

Lấy z € 4(\Ö. Vì 4 là tập mở của F nên có khoảng mở lạ sao cho 
zœ€1cC4. 

Tương tự, ta cũng có khoảng mở Ï; sao cho z € lạ C Ö. 

Thì 7 = I¡ (1l; cũng là khoảng mở và z € 7 C 4ƒ. Điều này chứng 
tỏ 4ƒ1B cũng là tập mở của Tỉ. 

Giả sử (quy nạp) là giao của mø tập mở của # cũng là tập mở của #. 


Cho 
Án, 4a,. ..a Án; An+t 
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là œ + 1 tập mở của #‡. Thì 
4if---(Ì4-()4»+r = (41(1:--ƒ 4a) Ý A»+i 
là tập mở của # và mệnh đề được chứng minh. 


Một tập con Ö của F được gọi là một tập đống của TỶ nếu nó là phần 
bù trong R của một tập mở của Ä. 


Mệnh đề 1.4 Một khoảng đóng là một tập đóng của Äì. 


Chứng minh. Gọi Ö = ía,] là một khoảng đóng thì phần bù của Ö trong 
Ä là 
W = (-œ,ø)|LJ, +œo) 


Vì W là hợp của hai tập mở của nên W cũng là tập mở của #. Do 
đó, B (phần bù của W7) là tập đóng của R.L 


Mệnh đề 1.5 Giao của một họ tập đóng của R là một tập đóng của Ä. 
Chứng minh. Gọi {Ö;};c; là họ tập đóng của E. Đặt W; = R\ B¡, ¡€ 1 
thì {W;} là họ tập mở của ].. Ta có 


#\\8 =\JM 


:c1 :€1 


Nhưng U W; là tập mở của R và do đó 1 Đ; (phần bù của nó) là tập 
Hi iél 
đóng của ## và mệnh đề được chứng mình.” 
Mẹnh đề 1.6 Hợp của một họ hữu hạn tập đóng của Rlà một tập đóng 


của tỳ. 


Chứng minh. Gọi Ö\,..., Pa các tập dóng cua R thì 


#\UJ5:= [1(ã\8;) 
+=l 


1=] 


Vì R\ B; là tập mở của R, ¡ = 1... nên theo Mệnh đề 1.3, (\(=\8) 
+] 
là tập mở của #. Do dó LJ B; (phần bù của nó) sẽ là tập đóng của R và 
1=] 


mệnh đè được chứng minh.L] 
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Mệnh đề 1.7 Giả sử lạ = [aa,ba], n = 1,2,... là một dấu giảm các 
khoảng đớng khác trống, nghĩa là lạ¿y C lạ 0à lạ # Ù tới mọi n. Thì 
eo 

An #9 


n=l1 


Chứng minh. Giả sử ngược lại 


Lấy W„= (ai — 1,a„) J(bn,bị + 1) thì {WZa} là một dãy tăng các tập 
mở trong F. Do í1 lạ = nên 


mn—] 


[øì, b4] _ [đa — l1, + 1] = U Wa 
n=l 


Theo Định lý Heine-Borel-Weierstrass, [ø, ¡| có thể được phủ bởi một 
số hữu hạn các Wạ 


[a,h] C W2, LJ...(ẾU. = V‹. 


Điều này dẫn đến ï„, = Ú, trái với giả thiết. Mệnh đề dược chứng 


minh. 


§1.2 Dãy Cauchy 
Một dãy {za} trong R được gọi là dấu Cauchw nếu 
l#m — #n| —> 0 


khi ra, —> œo. Nói cách khác, {z„} là dãy Cauchy nếu với mọi e > 0, tồn 
tại một mạ >3 1 sao cho 


|l#m — #n| <€  Vm,m 3 nọ 


§1.3 Dãy hội tụ 


Một dãy {z„} trong R được gọi là hội ụ về z € TỶ nếu với mọi c > Ú, tồn 
tại nœạ > 1 sao cho 
|l#a -z|< Vm 3 nạ, 
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Nếu dãy {z„} hội tụ về z, ta viết z„ —> Z. 


Nếu dãy {z„} hội tụ về z € # thì {za} là dãy Cauchy. Thật vậy, với 
ce>0, tồn tại nọ > 1 sao cho 


€ 
J#n-#|< 5 Vm > nọ 


Do đó, với mn,m > nọ thì 


_.' sứ 
[Em — #n| Š |#m — #| + |#.— #m|< +2 =€ 


Vậy, {œa} là dấy Cauchy. Phần đảo cũng dúng trong #. 


Mệnh đề 1.8 H là đầu đủ theo nghĩa mọi dấu Cauchụ trong FÈ đều hộ: 
tụ uề một phần tủ của R. 


Chứng minh. Lấy {z„} là dãy Cauchy trong F. Ta chứng minh z„ — z 
với một z € it. Trước hết, ta xét trường hợp 


{za} ={b,by,..., 0, } 
là một tập hợp hữu hạn. Thì ta có một b; = c và một dãy tăng các số 


nguyên dương 
T1 < T2 = ...« 


sao cho #„ạ„ —= c với mọi È > 1. Ta chứng mỉnh z¿ —>‹. 
Thật vậy, cho ‹ > 0. Vì {z„} là dãy Cauchy nên có mẹ > 1 sao cho 


|#m — #na| << Vm,n > rnọ 


Ngoài ra, ta cũng có một rny > mạ và do đó 


|#n — c| = |#n — #m„| <€  Yn > mạ 


Điều này chứng tỏ z„ — c. 

Xét trường hợp {zn} là một tập hợp uô hạn. Ta chứng minh rằng dãy 
{z„} hội tụ về một phần tử của R.. Trước hết, ta chứng minh dãy {za} bị 
chặn, nghĩa là chứng minh có M > 0 sao cho 


lđa|<M_ Vn>1 
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Thật vậy, do {z„} là dãy Cauchy nên với e = 1, có rnọ > 1 sao cho: 


[#„ — #mạ| <1 Vm 3 mạ 


Do đó, 


|#n| < lEx = #mai <t mai < 1+ |#ma | Vn > rnọ 


Lấy M = max{ |z\|,...,|Zme|, 1 + |Zmạ| } thì rõ rằng 


l£a|<M“# Vn>1 


Điều này có nghĩa là {z„} C [—M, M]. 


Ta chia [—M, M] thành hai đoạn [— M, 0] và [0, M] có cùng độ dài. Một 
trong hai đoạn này, ký hiệu là j¡ chứa vô số các za. 

Ta lại chia đoạn 7 thành hai đoạn có cùng độ dài. Một trong hai đoạn 
này, ký hiệu là ï¿ chứa vô số các za. 

Sau khi định nghĩa /„„ là khoảng đóng, chứa võ số các zạ, ta lại chia l„ 
thành hai đoạn có cùng độ dài. Một trong hai đoạn này, ký hiệu là: Ea 
chứa vô số các z„. 

Như vậy, {l„} là một dãy giảm các khoảng đóng khác trống. Theo 
Mạnh đề 1.7, ta có: 

LÊ Q,, 


1 


¡ —8 


eo 
Lấy z € â l„. Ta chứng minh z#„ — 7. 
mn=] 
Cho ‹ > 0. Vì {z„} là dãy Cauchy nên có nọ > 1 sao cho 
€ 
|#a — #mÌ < D Vm,T› > nọ 


Nay ta chú ý rằng độ dài của khoảng l„ hội tụ về 0. Do đó, tồn tại 
mmịạ > 1 sao cho 
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Vì l„, chứa vô số các z„ nên có mạ > nọ sao cho 


€ € 
#mạ € Ïmy EU 8) 


Do đó, với n > rnọ 


' € € 
In — #| Š lền — #mạ| + lEmạ — #|< 2 + g =‹ 


Vậy + — z và mệnh đề được chứng minh. 


§1.4 Điểm tụ, điểm cõ lập, tập hợp hoàn hảo 


Cho 4 là một tập con của Ö#. Ta nói một phần tử z của (không nhất 
thiết thuộc 4) là một điểm tụ của A nếu mọi khoảng mở chứa z đều chứa 
một phần tử của Á sao cho  zZ z. 


Từ định nghĩa này, ta thấy nếu z là một điểm tụ của 4 thì mọi khoảng 
mở chứa z đều chứa vô số các phần tử của A. 


Mệnh đề 1.9 Một tập con của R là đớng nếu uà chỉ nếu nó chứa mnọi 
điểm tụ của nó (chú ý rằng tập hợp các điểm tụ của một tập hợp có thể là 
tập trống). 


Chứng minh. Giả sử 4 là một tập đóng trong #. Lấy z là một điểm tụ 
của 4, ta chứng minh z € A. Giả sử z ý 4, nghĩa làz c T\A. VI E\Alà 
tập mở của F‡ nên có khoảng mở l„ sao cho z € Ï„ CC \ A, nghĩa là 7„ là 
khoảng mở chứa z nhưng không chứa phần tử nào của Á. Mâu thuẫn này 
chứng tỏ z € A. 


Đảo lại, giả sử 4 chứa mọi điểm tụ của nó. Nếu 4 không đóng thì phần 
bù của nó là F\ A không mở. Do đó, có z € f\ A sao cho với mọi khoảng 
mở Ï chứa z, ta có I ý R\ A hay /ƒ\A # 0. Vậy z là điểm tụ của 4 nhưng 
z # A. Điều này mâu thuần với giả thiết 4 chứa mọi điểm tụ của nó. Mệnh 
đề được chứng minh. 


Mệnh đề 1.10 Một tập con A của R là đóng nếu tà chỉ nếu với mọ! 
dấu {#na} C A sao cho {zn} hội tụ uề z thì z € A. 


Chứng minh. Cho A là một tập con đóng của R và {tn}C Á, za —> 2: 
Ta chứng minh z € A. Giả sử ngược lại z ý A. Thì z là điểm tụ của 4 vì 
mọi khoảng mở chứa z đều chứa một z„ nào đó. Theo Mệnh đề 1.9, ta có 
z€ Á. Mâu thuẫn này chứng tỏ z € A. 
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Đảo lại, giả sử với mọi dãy {z„} CA sao cho z„ —> z thì z€ A. Ta 
chứng minh A4 là tập đóng trong . Theo Mệnh đề 1.9, ta chỉ cần chứng 
minh A chứa mọi điểm tụ của nó. Xét z là một điểm tụ của A. Với mỗi 


: tÌ 1 : , : 
n, khoảng mở (z — —,# + = chứa một điểm z„ của 4. Vậy ta có một dãy 
{zna} C A thỏa 


‡ 
|#a -#|[<— WVm>1 
n 


và do đó z„ —> z. Theo giả thiết, ta có z € A4. Mệnh đề được chứng 
minh.D 


Một điểm z của tập hợp A được gọi là một điểm cô lập của A nếu có 
một khoảng mở Ï sao cho /[}]A = {z}. 
Chú ý rằng, một điểm của 4, thì hoặc là điểm tụ, hoặc là điểm cô lập 
của 4 nhưng không thể vừa là điểm tụ, vừa là diễm cô lập của 4. 
Một tập đóng của # không có điểm cô lập được gọi là một tp hợp 
hoàn hdo của Tì. 


Từ sự kiện là mọi khoảng mở khác trống của # đều chứa một số hữu 
tỷ, ta suy ra rằng mọi khoảng đóng [a,b| với øa < b là một tập hợp hoàn 
hảo của . Có một tập hợp hoàn hảo của #, thường được dùng trong các 
chương sau, được gọi là tập hợp Camtor Ko và được xây dựng như sau: 


Đặt 4o = [0, 1]. Chia 4o thành ba khoảng bằng nhau 


2 $ 
Lấy A¡ = [0, siUI5: 1], nghĩa là ta nhận được 4; bằng cách lấy Ág bỏ 
đi khoảng mở chính giữa của nó. 

Sau đó, ta chọn 4; bằng cách lấy 4 bỏ di các khoảng mở chính giữa 
của mỗi khoảng đóng của 4 (trường hợp này là hai khoảng). 

Sau khi có 4„ như là hợp của 2* khoảng đóng rời nhau, môi khoảng có 
độ dài là mạ, ta lập Án+¡ bằng cách lấy Aa bỏ đi các khoảng mở chính giữa 


của mỗi khoảng đóng của nó. Thì 4a¿¡ là hợp của 2"! khoảng đóng rời 
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1 
nhau, mỗi khoảng có độ dài Tưng Đặt 


Mệnh đề 1.11 Tập hợp Cantor Kg là một tập con hoàn hảo của Tì. 


Chứng minh. Xọ là tập đóng của # vì nó là giao của một họ tập đóng 
của # (A„ là tập đóng vì nó là hợp của hữu hạn các khoảng đóng). Ta 
chứng minh Xẹ không có điểm cô lập. 
Lấy z € Ko và giả sử J = (a,b) là khoảng mở chứa z. Chọn 
ổ = min{(z — ø), (b — z)} > 0 


: 1 
Tồn tại một nọ >.1 sao cho ng < ð. 


Vì z € fọ nên z€ 4„¿. Gọi 7 là khoảng đóng của 4a, chứa z. Ta 
có ï C ở vì độ dài của 7 bằng - Sa: ở. Nhưng hai điểm đầu mút của Ï 
chứa trong Kọ. Như vậy, mọi khoảng mở chứa z cũng chứa thêm ít nhất 
_ hai điểm của Kọ. Do đó, z không là điểm cô lập của Ko và mệnh đề được 
chứng minh.L) 


Mệnh đề 1.12 Tệp hợp Cantor không đếm được. 


Chứng minh. Hiển nhiên Xọ # và không hữu hạn. Giả sử Ko dếm được. 
Thì có song ánh Š từ X lên Xọ, nghĩa là: Xo = {s„}. Ta chứng minh có 
một điểm z € Xg sao cho z # s„ V%w > 1. 

Vì Xạ không hữu hạn nên có một điểm z¡ của Xọ sao cho zr #sị. Ta lấy 
khoảng đóng ï¡ = [aq,Ö\] với độ dài của Ïị nhỏ hơn 1 sao cho z¡ € (ơi, Ö) 
và 31 # lị. 

Vì z¡ là điểm tụ của Xọ (nhắc lại mỗi điểm của Kẹ là điểm tụ của 
fa) nên (ai,b¡) chứa vô số các điểm của Kẹ. Do đó, tồn tại một điểm 
#¿ € Ko (\(ai, bị) sao cho z¿ # sỊ, #2 # s2 và khoảng đóng I¿ = [aạ, bạ] sao 


cho độ dài của l¿ nhỏ hơn 2 lạC l,z¿€ (aa, ba) Và 81,82 ⁄4 hà. 


Bằng quy nạp, ta nhận được một dãy giảm các khoảng đóng {1} và một 
-~ ` #* k H 1 
dãy {z„} sao cho độ dài của I„ nhỏ hơn —, #„ € Taƒ( Ko và s1, S2,...,$n ⁄ 
n 
ẤP 
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Theo Mệnh đề 1.7, ta có ( ] ïa z J. 


n=l1 
Hơn nữa, f1 lạ chứa duy nhất một điểm z vì độ dài của I„ tiến về 0. 
n=l 
Ta chứng minh z„ — z. 


jÌ : 
Thật vậy, cho e > 0. Chọn nọ sao cho — < c. Với m > nọ, vì #n„ Và 2 


T0 
đều thuộc ï„ nên 


1 1 
|l#a -#|< — <—<‹ 
: Tt To 


Vậy z„ —>‹z. Nhưng mọi z„ đều thuộc Ấạ và vì Ấẹ đóng nên theo 
Mệnh đề 1.10, ta có # c Kọ. 


Cuối cùng, ta có z #s„ Vn > 1. Thật vậy, với nø cho trước, vì z € lạ 
nên £ # sa (nhắc lại rằng s„ # ï„¿). Điều này mâu thuẫn với sự kiện z € Xọ 
và Ko = {sa}. Do đó, KXọ không đếm được và mệnh đề được chứng minh. 
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Chương 2 


KHÔNG GIAN MÊTRÍC VÀ 
HÀM SỐ LÙIÊN TỤC 


Cho E là một tập hợp khác trống. Một métríc trên E là một ánh xạ 


ô:Exb — t 


thoả các tính chất sau 
() ô(,z) > 0 
ð(z,)=Ũ C>z=w 
(1) ô(z,) = Š(,#) 
(11) ô(z, ) < ô(z, z) + ð(z, 9) 
Một không gian mêtríc là một cặp được sắp (E, ò), trong đó E là tập 


hợp khác trống và ổ là một mêtríc trên . Không gian mêtríc (#, ở) thường 
được viết là E với ð được hiểu ngầm khi không bị nhầm lẫn. 


Ta hãy xét một số ví dụ. 
1. là một không gian mêtríc với mêtríc ô(#, ) = |# — w| 
2. Nếu 4 là một tập con khác trống của † thì 4 cũng là một không gian 
mêtrÍc với mêtrÍc 

ôA(#,) = |2 — 0| 

Cần chú ý về sự thay đổi ký hiệu: ở đây, ổa là thu hẹp của ô trên A x Ả, 

nghĩa là 
ỗA(z,) =Š(œ,w)  Y(z,u)€ Ax A 

3. #” là một không gian mêtríc với mêtríc 


Ø(#, 1) = v(# — 1)? + (#2 — 9a)? + - -- + (#a — ta)? 


“trong đó # = (fI,#2;... 2a),  = (112; - - - y Un ) 


Scanned by CamScanner 


25 


4. HE” cũng là một không gian mêtrÍc với mêtrÍc 
0(#, 9) = |#i — i| + |#a — 2| + --- + |#p — ta| 


trong đó # = (ZI,#2,...,#n),  = (WL,A;---› Un) 


§2.1 Tập mở, tập đóng 
Cho (E,ð) là một không gian mêtríc. Ta định nghĩa 


Quả cầu mở có tâm zọ € E và bán kính r > 0 là tập hợp 


B(œo,r) ={+z€E/ô(z,zo) <r } 


Quả cầu đóng có tâm zọ € È và bán kính r > 0 là tập hợp 


B'(sạ,r) ={e E /ã(ø,2a) < r} 


Mặt cầu có tâm zọ € E và bán kính r > 0 là tập hợp 


S(ogr)={z€E/ô(,zo)=r } 


Một tập con A của E được gọi là một tập rnở trong È nếu với mọi 


œ€ Á, có  > 0 sao cho 
B(z,r)C A 


Ta cũng quy ước tập trống J là một tập mở của È. 


Một tập con B của E được gọi là một tập đóng trong È nếu phần bù 
của nó trong # là một tập mở trong È. 


§2.2 Hội tụ 


Cho (E,ð) là một không gian mêtríc và {z„} là một dãy trong #. Ta nói 
dãy {z„} bội tụ về một z € È nếu với mọi  > 0, có một nạ > 1 sao cho 


ð(#n,#) <€_ n 3 nọ 
Nếu {za} hội tụ về z, ta nói z là giới hạn của dãy {z„} và viết z„ —> #. 


Chú ý rằng nếu dãy {z„} có giới hạn thì giới hạn này là duy nhấ?. Thật 
vậy, giả sử có z, € E, z # sao cho #ạ —> # Và #n — Ú. 
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ð(#, ) 


Chọn e — >0. Vì z„ — z nên có 7m > Í sao cho 


ð(#a,#) <€_ Vn > mị 


Vì z„ —> y nên có nạ > l sao cho 


ð(#na,U) <e  Vn 5 nạ 


Lấy nọ = maxÍ{m, n;} thì theo tính chất (ii) và (ii) của mêtríc, ta có 


ỗ(£, 9) < ỗ(#£, nạ) + ô(#a¿, 9) < 2£ = ô(#, 9) 
Điều này vô lý. Vậy giới hạn của {z„} là duy nhất. 


§2.3 Điểm tụ, điểm cô lập 
Cho # là một không gian mêtríc và A C #. Ta nói 


điểm z € E là điểm tụ của A“nếu mọi quả cầu mở tâm z đều chứa ít 
nhất một điểm  € A với  # z: 


điểm z € A là điểm cô lập của A nếu có một quả cầu mở B(z,r) sao 
cho 


B(,r)()A=4 z4 


Cũng giống như trong Chương 1, ta dễ dàng chứng minh được các kết 


quả sau: 
A là tập đóng trong È nếu uà chỉ nếu A chứa mọi điểm tụ của nó 


A là tập đóng trong E nếu uà chỉ nếu uới mọi dấu {#a} CÁ, z„—> # 
dãn đến z € Á 


Mệnh đề 2.1 
(2) Hợp của một họ tập mở trong E là một tập mở trong E 
(%) Giao của một họ hữu hạn tập mở trong E là một tập mở trong b 


Phần chứng minh giống như trường hợp các tập mở trong R ở Chương : 
a+ 


Chú ý rằng khoảng mở (a,b) trong Ñ là một quả cầu mở với tâm z = 


43H tia 
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Mạnh đề 2.2 

(4) Giao của một họ tập đóng trong È) là một tập đóng trong E 

(1) Hợp của một họ hữu hạn tập đóng trong E là một tập đóng trong E 
Phần chứng minh tương tự như phần tập đóng trong iÈ ở Chương 1. 

BÀI TẬP. Cho # là một không gian mêtríc. Chứng minh rằng 

e E vừa là một tập mở, vừa là một tập đóng trong È 

e Quả cầu mở là một. tập mở trong # 


e Quả cầu đóng là một tập đóng trong 


§2.4 Tích các không gian mêtric 


Cho (Ei,ổi), (Pa, ð;) là hai không gian mêtríc. Đặt È = Eì x È; thì # là 
một không gian mêtríc với mêtríc 


ô(z,. 9) = v/ð2(œn, vì) +-ð$(3:, 92) 


trong đó z = (zi,#2) € E, = (01a) € E. Với mêtríc ô được định nghĩa 
như trên, E được gọi là không gian mêtrfe tích của E) và hạ. 


Mẹnh đề 2.3 Cho {z(n)} là một dấu trong không gian mêtríc (E,) uới 
(E,ô) là không gian mêtríc tích của (Ei,ổi) uà (Đạ;ổ:). Thì {z(n)} hội 
tụ tề œ trong E nếu uà chủ nếu 

#1(m) —> #\ tà #¿(n) —> 2 
uới z(n) = (#\(n),#a(n)) uà # = (#1,22)- 


Chứng minh. Giả sử z(n) —› z. Ta chứng minh zq(n) —>' zy và 
z2(n) — 72. 


Cho ‹ > 0. Tồn tại một nọ > 1 sao cho 


ô(z(n),z) <_ Vn 3 nọ 


Nhưng ô;(#;(m), #¡) < ô(z(n),z), += 1,2: Do đó 


ô;(#;(m), #¡) <€ Vn > nụ; $6 1,2 
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Vậy z¿(n) —>z¡, += 1,2. 
Đảo lại, giả sử z1(m®) —> zị và z¿() —> z¿. Ta chứng mình z(n®) — z, 


Cho c > 0. Vì zt1(m) — z¡ nên có m > 1 sao cho 


ði(((n);z4) <s Vn>m 
Vì z¿(n) —> z¿ nên có nạ > 1 sao cho 
ô2(za2(n),#a2) < : Vm > Ti2 
Lấy nạ = max {m, nạ} thì 
€ € 
ôi(#1(n);¿#1) + ỗa(£a2(n), z2) < 5 " sâm c€  Vn > Tọ 


Nhưng với mọi n, ta luôn có 
ô(z(m),z) <Sổi(#1(m), z1) + ôa(ea(n), #2) 


Do đó, 
ỗ(z(n),z) <c -Vn 3 nọ 


Vậy z(n) —> z và mệnh đề được chứng minh: 


§2.5 Ánh xạ liên tục 


Cho ƒ: E — E' là một ánh xạ từ không gian mêtríc (E,ô) vào không 
gian mêtríc (E',ð'). Ta nói ƒ liên tục tại điểm zọ € nếu với mọi e > 0, 
có một 7 > 0 sao cho với z € È 


ô(z,zo) < nạ = ð(ƒ(#), ƒ(#o)) < « 
Nếu ƒ liên tục tại mọi điểm của E thì ta nói ƒ liên tục trên E.. 


Mệnh đề 2.4 Cho ƒ: E —› E! là một ánh zạ từ (E,ð) uào (E',ð'). Thì 
ƒ hên tục tại z C E nếu uà chỉ nếu uới mọi dấu {za} trong E, za —} 7 
dẫn đến ƒ(a) — ƒ(s). 


Chứng minh. Giả sử ƒ liên tục tại z và z„ —> z. Ta chứng minh 


ƒ(n) —> ƒ(z). 
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Cho < > 0. Vì ƒ liên tục tại z nên có ; > 0 sao cho với  € E 


ð(w,z) < ¡0= #'(ƒ(g),ƒ(=)) < « 


Vì z„ —> z nên với ï > 0 này, tồn tại nạ > 1 sao cho 


Ô(#n, mì < ? VYn > Tra 


Suy ra 
Š(ƒ(#n),ƒ(£)) << Yn > nạ 
Vậy ƒ(zn) —+* ƒ(z). 


Đảo lại, giả sử với mọi dãy {z„} trong E, z„ — z dẫn đến ƒ(za) —> 
ƒ(z). Ta chứng minh ƒ liên tục tại z. 


Giả sử ƒ không liên tục tại z. Thì tồn tại một c > 0 sao cho với mọi 
ạ> Q, có một z„ạ € È thoả 


ð(en,#) < † và ð(ƒ(z„)f7(®)) > ‹ 
LAI 1 ` , 
Vậy với r = — thì có z„ € È sao cho 
m 
mm... 
ð(„,2) < — và #'(/(øn),/(e))>f 
Từ đó suy ra dãy {z-} hội tụ về z và dãy {ƒ(„)} không hội tụ về ƒ(z). 


Mâu thuẫn này chứng tỏ ƒ liên tục tại z. Mệnh đề được chứng minh. 


Mệnh đề 2.5 Cho ƒ: E —> E'. Thì ƒ liên tục trên E nếu uà chỉ nếu 
uới rnọi tập mở W' trong E', ta có ƒ~}(W!') là một tập mở trong E. 


Chứng minh. Giả sử ƒ liên tục trên E. Lấy W' là một tập mở trong E7, 
ta chứng minh ƒ~!(W') là tập mở trong #. 

Thật vậy, lấy z € /~1(W'). Thì ƒ(z) € W“. Vì W' là tập mở trong #! 
nên có e > 0 sao cho B(ƒ(z),e) C W”. 


Vì ƒ liên tục tại z nên có 7; > 0 sao cho với  € E 


ỗ(,#) < ạ — Ÿ(ƒ(), ƒ()) < e 
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nghĩa là 


ƒ(B(z,n)) C BỨ(z),©) 


Vậy 
B(z,n) C ƒ*!(B(ƒ(e),s)) CC ƒ*`*(W') 
Do đó, ƒ~1!(W') là tập mở trong È.. 


Đảo lại, giả sử với mọi tập mở WW' trong #7, ta có ƒT1(W') là tập mở 
trong . Ta chứng minh ƒ liên tục trên È. 


Lấy z€ E và e > 0. Theo một bài tập ở phần trước (trang 27) thì - 
B(ƒ(z),£) là một tập mở trong E!. Do giả thiết, ta có W = ƒ~}(B(ƒ(z), ‹)) 
là tập mở trong E. Vì z € W và W là tập mở nên có ? > 0 sao cho 
B(z,n) C W-Do đó, với y € E, ô(w,z) < rị dẫn đến ổ(ƒ(0), ƒ(#)) < *- 


Vậy ƒ liên tục tại z và mệnh đề dược chứng minh. 


Mẹnh đề 2.6 Cho ƒ:E —> E'‹ Thì ƒ liên tục trên E nếu tà chỶ nếu 
uới mọi tập đóng 8' trongf!, ta có ƒ~*(B') là một tập đóng trong E. 


Chứng minh được thiết lập bằng cách lấy phần bù và sử dụng Mệnh đề 2.ã. 

Độc giả tự kiểm chứng. 

§2.6 Tính liên tục của ánh xạ hợp 

Cho (E,ô), (E,ð'), (#“,ð”) là ba không gian mếtríÍc và các ánh xạ 
ƒ:E—>E g:E—yE" 

Thì ánh xạ b: E — E" xác định là h(z) = g(ƒ(z)); z.€ E dược gọi là 

ánh zạ hợp của ƒ và g và được ký hiệu h = gsƒ. 

Mẹnh đề 2.7 Nếu ƒ lên tục tại z uà g liên tục tại  = ƒ(œ) thì h = qeŸƒ 

liên tục tại 2#. 

Chứng minh. Cho ‹ > 0. Vì g liên tục tại ý = ƒ{z) nên có é¡ > Ú sao cho 

với u € E7 

ñ'(u,y) < « =  (g(0),9(9)) < + 


Vì ƒ liên tục tại z nên có 7 > 0 sao cho với z € È 


ỗ(z,z) <  — ñ'(ƒ(z), ƒ()) <€I 
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Vậy với z €C E, ta có 
ô(z,#) < n = ð"(g(ƒ(z)),ø(ƒ(z))) < « 


nghĩa là 
ð(z,#) < ạ — ð”(h(z),h(z)) < « 


Điều này chứng tỏ Ò liên tục tại z và mệnh đề dược chứng minh. 


$2.7 Không gian mêtríc compác 


Cho (#,ð) là một không gian mêtríc. Ta nói # compéc nếu mọi dãy {za} 
trong E đều chứa một dãy con {z„,} hội tụ về một z € E. 


Nếu X là một tập con của # thì X cũng là không gian mêtríÍc với mêtríc 
ôy được định nghĩa như sáu: 


Ôgy(œø@) < ð(œ,u) Yz,u€c K 


Ta gọi ôy là mêtríc suy bởi ô trến K. Không gian mêtríc (K,ðy) được 
gọi là không giưn mềtríc con của (E,ô). Tá nói K là một tập con compắc 
của không gian mêtríc (E, ô) nếu mọi dãy {z„} C K đều chứa một dãy con 
{za,} hội tụ về một z € X. Ở đây, za, — z nghĩá là ôy(z-,,z) — 0 
hay tương dương ð(za,,#) —> 0 vì ôy = ô trên <x K. Như vậy, nói rằng 
X là tập con compắc của È tương đương với nói rằng không gian mêtríc 
(K,ôg) compắc. 

Định lý sau đây có thể xem như là một định nghĩa khác của khái niệm 
compắc. 

Định lý 2.1 Cho (E,ð) là một không gian mêtríc. Thì E €ompắc nếu 
uù chỉ nếu mỗi bao phú mở {W;};¿c¡ của E (nghĩa là mỗi W; là tập mở 
trong È uà È C U W;) đều chứa một bao phú con hữu hạn (nghĩa là: có 
:cl 
W:,,W;y,..., Wy sao cho kC W;, LJ ái J2), 
Chứng minh định lý này dành cho phần bài tập. 


Nếu K là một tập con compếc của È thì K là tập đóng trong F. Thật 
vậy, giả sử {zn} C và z„ —> z. Ta chứng minh z € K. 


Vì X compắc nên có dãy con {za,} và  € K sao: cho zn, — ÿ. Ta 
chứng minh z = ÿ. 
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Cho e >0. Vì z¿ —> #z nên có một nọ > 1 sao cho 


ỗ(#a,#) < Vn > nọ 


2l 


Tương tự, do #„¿ — ÿ nên có kọ > 1 sao cho 


Ô(#n„, ) < Vk > ko 


€ 
2 
Chọn một Èk đủ lớn sao cho & > kọ và nạ > mọ. Thì 
€ 


ð(e,9) < ð(e,#„,) + ỗ(Em,,9) < 5 + 5 =1 


Vì eŠ 0 bất kỳ, ta kết luận ổ(z, ) = 0, nghĩa là z = . Nhưng y € 
nên suy ra z € K. Vậy K là tập đóng trong È.L1 


Đảo lại, nếu A là tập con đóng của È và chúa trong tập compắc K 
thì A cững là tập compấốc. Thật vậy, cho dãy {zn} C Ả. Thì {z„} C K và 
do K compáắc nên có dãy coñ {z¿,} hội tụ về z € . Nhưng vì t1 
và 4 là tập đóng nên z € 4. Vậy 4 là tập compắc.D 


Nếu K là tập con compắc của B thì K b† chặn, nghĩa là K. chứa trong 
một quả cầu. Thật vậy, giả sử K không bị chặn, nghĩa là K không chứa 
trong bất kỳ một quả cầu nào. Lấy z¡ € K thì quả cầu Ö(z, 1) không chứa 
K, do đó có z¿ € K sao cho 


ỗð(za,#) 3 1 


Giả sử ta đã chọn được z,Za ...,#n € K sao cho 
ô(z,2;)>1  Vi7 =1,2,...,n +#$ 
Đặt r„ = 1+ max{ð(z¡,z\) / ¡ = 1,...,n}. Quả cầu mở B(zì,rn) 
không chứa K nên có za+¡ € K sao cho 
Ô(#n+a, #1) > Tn 
Do đó, với mỗi 1 < ¡ < ?ø ta có 


.Š(#n+1; #¡) Ô(#n+t, #1) — ỗ(#\, #;) 


> 
> Tn—ô(2\,z¡) > 1+ỗ(z¿,#\) — ổ(#\,#¿) = Ì 
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Vậy, ta có dãy {z„} C K thoả 
ð(#ma#na) >1 Ym,n > 1, mn mm 


Do đó, {z„} C K không thể có bất kỳ một dãy con hội tụ nào. Điều 
này mâu thuẫn với sự kiện KX là tập compác. Vậy K bị chặn. 


Mệnh đề 2.8 Một tập con của R là compắc nếu uà chỉ nếu nó đóng uà 
.bt chặn. 


Chứng minh. Nếu X là tập con compác của thì nó đóng và bị chặn 
như đã chứng minh cho trường hợp tổng quát của các không gian mêtríc. 


Đảo lại, giả sử K là tập con đóng và bị chặn trong #. Ta chứng minh 
K compáắc. 


Cho {za} C K, vì K bị chặn nên có khoảng đóng [—M, M] sao cho 
{za} C[—M, MỊ. 


Nếu {z„} là một tập hợp hữu hạn thì rõ ràng nó chứa dãy con hằng 
tr. ẤN, =..- 
hội tụ về z = z„, € X. Giả sử {zn} là tập hợp vô hạn. Ta chứng minh có 
dãy con {z„, } hội tụ về một z € K. 
Ta chia đoạn [— M, M] thành hai đoạn [—M, 0] và [0, 1] có cùng độ dài. 
Một trong hai đoạn này, ký hiệu là 7¡ chứa vô số các z„,. 


Ta lại chia đoạn ï¡ thành hai đoạn có cùng độ dài. Một trong hai đoạn 
này, ký hiệu là lạ chứa vô số các z„. 


Sau khi định nghĩa lm„ là khoảng đóng, chứa vô số các z„¿ ta lại chia „„ 
thành hai đoạn có cùng độ dài. Một trong hai đoạn này, ký hiệu là 1+ 
chứa vô số các z„. Vì mỗi J„ đều chứa vô số các z„ nên ta chọn được dãy 
con {#„„ } thoả #„„ € ly Vk > 1. 


Như vậy, {1„} là một dãy giảm các khoảng đóng khác trống, có độ dài 
hội tụ về 0. Theo Mệnh đề 1.7, ta có 
Sà cỆ 
I=Íƒ\!n#0 
m=l 
và do độ dài của lạ hội tụ về 0 nên ï chỉ chứa một điểm z. Hiển nhiên 


là za, — z. Vì {za,} C K và K là tập đóng nên z € K. Vậy K là tập 
compác và mệnh đề được chứng minh. 
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§2.8 Tỉnh compắc của không gian tích 


Cho (E,ôổi) và (Ea, ổa) là hai không gian mêtríc. Gọi (, ở) là tích của các 
không gian mêtríc này. Nhắc lại, E = E¡ x E¿ và mêtríc ô xác định như sau 


ô(z,) = VWðŸ(zt,ì) + öŸ(22, 92) 
trong đó z = (z,z›) € E,  = (0i,9a) € E. 
Mệnh đề 2.9 ⁄ compác nếu tà chỉ nếu E\ uà E¿ compắc. 


Chứng minh. Giả sử E) và Fạ compắc, ta chứng minh # compác. Lấy 
{z(m)} là một dãy trong # với z(n) = (#i(n), za(n)). 


Dãy {zi(n)} CE¡ sẽ chứa một dãy con {zq(n¿)} hội tụ về z¡ € Eị. 


Xét dãy {Z2(n,)} C Eạ. Dãy này cũng chứa dãy con {za(n¿,)} hội tụ 
về z¿€ dạ. 


Vì {z1(n¿,)} là dấy con của dãy {zt(n¿)} và {z¡(nx)} hội tụ về z¡ nên 
{#i(n¿,)} cũng hội tụ về z¡. 


Do đó, {z(n)} có dãy con là {z(m¿,)}- với 
#(m,) = (#1(nk,), #2(m, )) 
hội tụ trong #⁄ về z = (#, 2). 
Vậy  compáắc. 


Đảo lại, cho # compắc, ta chứng minh E eompắc (chứng minh E;¿ 
compáắc tương tự). Cho {z(n) } là một dãy trong E4. Lấy a¿ c ; thì dãy 
{z(n)} với z(n) = (#i(n), a;) là dãy trong E. Vì E compắc nên có dãy con 
{z(n„)} hội tụ về z € E, trong đó | 


#(nk) = (z1(mk), a2), c= (Z1,#2) 
Ấp dụng Mệnh đề 2.3, ta có dãy {zi(ng)} hội tụ về z¡ € E\. Vậy Eìị 
compắc và mệnh đề được chứng minh. 


Mệnh đề 2.10 Một tập con của Rˆ là compắc nếu tà chỉ nếu nó đóng 
uà by chặn. 


Chứng minh. Ta chỉ cần chứng minh là nếu K là tập con đóng và bị chặn 
trong R? thì K là tập compắc trong RỀ. 
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Do X bị chặn nên K chứa trong một mặt chữ nhật [a, b] x [c, đ] nào đó. 
Theo Mệnh đề 2.8, các đoạn [a, b] và [c, đ] là compắc trong R. Do đó, theo 
Mệnh đề 2.9, [a, b] x [c, đ] là tập compác trong R? (chú ý Rˆ là tích của R 
với TỶ và mêtríc trên ÏÈ xác định là ô(z, ) — |z — y| Vz,y c R). 


Vì X là tập đóng và chứa trong một tập compác của R? nên K là tập 
compáắc trong R?. Mệnh đề được chứng minh. 
Mệnh đề 2.11 Cho Ƒƒ: E —.E' là một ánh zạ liên tục từ không gian 
mêtríc (E,ð) uào không gian mêtríc (E',ð'). Nếu E compắc thì ƒ(E) là 
tập con cormnpắc của E!. 
Chứng mỉnh. Lấy {y„} là một dãy trong ƒ(#). Với mỗi n, tồn tại z„ € # 
sao cho ạ = ƒ(za). VÌ E compác nên dãy {z„} C E có dãy con {za,} hội 
tụ về z € #. Do tính liên tục của ƒ, ta có ƒ(za,) —> ƒ(z), nghĩa là dãy 
con {„, } hội tụ về  = ƒ(z)€ ƒ(#). 


Vậy ƒ(E) là tập compác trong #' và mệnh đề được chứng minh. 


Hệ luận. Cho ƒ : È —› R là một ứnh rạ liên tục từ không gian mnêtrfc 
compắc E uào R. Thì ƒ đạt cực đạt và cực tiểu trên EF. 


Chứng minh. ƒ(1#⁄) compắc do mệnh đề trên. Do dó K = ƒ(E) là tập 
đóng và bị chặn trong tỉ. 

Đặt b = supK. Với mỗi n > 1, do định nghĩa của cận trên, tồn tại 
ba € K sao cho 


E3 t0 
†Tt 


Suy ra có dãy {ba} C K thoả 
1 
ll„T—b|<— VYn>1 
n 
Do đó, dãy {b„} hội tụ về 6. Nhưng {ba} C K và K đóng nên ö € K: 


Vìö€ K và K = ƒ(E) nên có zọ € È sao cho ƒ(zo) = Òb. Vậy ƒ đạt cực đại 
trên E. 


Tương tự, ta chứng minh được ƒ đạt cực tiểu trên È. Mệnh đề dược 
chứng minh. 
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§2.9 Ánh xạ liên tục đều 


Cho (E,ô) và (E. ô') là hai không gian mêtríc và ƒ là một ánh xạ từ E vào 
E!'. Ta nói ƒ liên tục đều trên E nếu với mọi ‹ > 0, có ? > 0 (chỉ phụ 
thuộc vào c) sao cho với z,1 € È, ta có 


ỗ(z,) <  —= ð'(ƒ(). ƒ(w)) < s 
Chú ý rằng nếu ƒ liên tục đều trên Z thì ƒ liên tục trên # nhưng đảo lại 


thì không đúng. Chẳng hạn, nếu lấy # = (0,1) với mêtríc ổ(#, ) =.|Z — ÿ| 
và ƒ là hàm xác định trên #⁄ như sau 


ƒ(#)= = Ve€CE 


thì ƒ liên tục trên E nhưng không liên tục đều trên #E. 


Mệnh đề 2.12 Cho (E,ô) uà (E'ð') là hai không gian mềtríc tả ƒ là 
một ánh rạ liên tục từ E uào P' Giả sử E compáắc. Thì ƒ hiến tục đều 
trên kh. 


Chứng minh. Giả sử ƒ không liên tục đều trên #. Thì tồn tại ‹ > 0 sao 
cho với mọi ? > 0, có zn,ạ € thoả 


ỗ(#n,tn) < 1 và ð'(ƒ(#n),ƒn)) > ‹ 
Lấy rị = = mø„ > 1 thì ta có dãy {(#a,n)} C . E thoả 
— cà sai 
Ô(#n; n ) < = và ô (ƒ(za), ƒ(n)) > € 


Vì E x E compác nên có dãy con {(a,, 1a, )} hội tụ về (z,) ex E, 
nghĩa là #„, —> # Và 1a, —> ÿ. 


Cho k — oo trong bất đẳng thức 
0< ô(#, 0) hi ỗ(#,#a,) + (#n„; nạ) nh ỗ(tny, 1) 
thì do vế phải tiến về 0 nên ta suy ra ô(z, ) = 0 hay z = ÿ. 


Do tính liên tục của ƒ và z = nên ta có ƒ(zn,) —> ƒ(z) và ƒ(wn,) — 


ƒ(z)- 
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Cho & —> ooc trong bất đẳng thức 


€< Š(ƒ(#nv)s ƒf(Wn,)) Š ð'(ƒ(eay), f(6)) + ð'(ƒ(£), ƒ(a,)) 
thì ta có điều vô lý vì vế phải của bất dẳng thức trên tiến về 0. Vậy ƒ liên 
tục đều trên Ÿ và mệnh đề được chứng minh. 
§2.10 Không gian mêtric đầy đủ 


Cho (E,ð) là một không gian mêtríc và {z„} là một dãy trong #. Ta nói 
{zna} là dấu Cauchụ nếu 
Ô(#m;,#n) —> 0 


khi mm, —> co (xem lại định nghĩa của dãy Cauchy trong #). 


Chú ý rằng, nếu {z„} là một dãy hội tụ trong # (nghĩa là có một z € 
sao cho #„ —> z) thì nó là dãy Cauchy trong E vì nếu z„ —> z thì chơ 
Tn,?z —> co trong bất đẳng thức 


Ô(#m,#n) < ô(smết) £ ð(z,z„)  Vm,n > 1 
ta suy ra {z„} là dãy Cauchy. 


Không gian mêtríc (E,ỏ) dược gọi là đầy dư nếu với mọi dãy Cauchy 
{z„} trong E, tồn tại z € E sao cho z„ —› z. Nối vấn tắt, (E,ô) là một 
không gian mêtríc đầy đủ nếu mọi dãy Cauchy trong # đều hội tụ trong Z. 


Trong Chương 1, ta đã thấy rằng †‡ là không gian mêtríc đầy đủ. Tuy 
nhiên, không phải mọi không gian mêtríc đều đầy đủ. Chẳng hạn, E — (0, 1) 


với mêtríc ô(z, ) = |z — | thì không đầy đủ. Thật vậy, với z„¿ = ~ thì dãy 


{za} là dãy Cauchy trong E nhưng không hội tụ trong # vì nó có một giới - 
hạn duy nhất trong R là 0 ø E. 


Ta có kết quả sau đây về không gian mêtríc đầy đủ. 


Mệnh đề 2.13 Nếu (E\,ði) 0à (Eạ,ð) là hai không gian mêtríc đầy đủ 
thì tích của chứng là một không gian mêtríc đầu đủ. 


Chứng minh. Nhắc lại, mêtríc trên ý = E x E¿ được xác định là 


ô(z, 9) = Vð?(z, 9a) + ỗ§ (#3, 9a) 


trong đó z (zi,#2) € E, = (ti,a) € È. 


Scanned by CamScanner 


38 


Giả sử {z(n)} là một dãy Cauchy trong È với 2(m) = (#i(m),#a(n)). Vị 
ô;(z;(m),#;(n)) < ô(z(m),z(n))  Ym,m > 1 


với ¿ = 1,2 nên ta suy ra các dãy tọa độ {#¡(%)} và {z›(m)} lần lượt là các 
dãy Cauchy trong E¡ và E;¿. Vì Ei và #ạ dầy dủ nên có z¡ € È\ và z¿€C DA 
sao cho z1(n) —> #\, #z›(n) —> #¿. 


Đặt # = (zi,z¿) thì z € E và z(n) —>z. Vậy # dầy đủ và mệnh đè 
được chứng minh. 


Mệnh đề 2.14 Cho (E,ô) là một không gian mêtríc uà K C E. 
Nếu (K;ôg) là một không gian mêtríc đầu đủ (ð là mêtríc suụ bởi ồ trên 
K) thì K là tập đóng trong E. 


Chứng minh. Lấy {z„} là một dãy trong K sao cho z„ —> z trong E 
(nghĩa là ô(za,z) —› 0). Ta chứng minh z € K. 


Thật vậy, ta có 


ỗK (#m› ®a) = ỗ(#m.#f2) <S ỗ(z+x£) + Š(£,#a)  Ym,n 3 1 


Vế phải của bất đẳng thức trên tiến về Ö khi mm,m ——> œ. Do đó 
ÔK (#m›#n) ——> 0 
khi rn,a —> œo hay nói cách khác, dãy {œ¿} là dãy Cauchy trong (K,ôrg): 


Vì (X,ðg) là không gian mêtríc đầy đủ nên có. € K sao cho {za} hội 
tụ về trong (K,ôy), nghĩa là 


ÔK(#a, 9) —> 0 
hay ô(#a,1) — 0. 


Cho m„ —> œ trong bất đẳng thức 


Ô(=,1) < ỗ(z,=a) + ð(ea, 9) 
ta suy ra Ô(, ) = 0 hay z = g. Vì € K nên z€ K. 
Vậy K dóng trong E. Mệnh đề được chứng minh. 
Mệnh đề 2.15 Nếu (E,ð) 


là không gian mêtríc cornpắc thì P đầy đủ: 
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Chứng mình. Cho {z„} là dãy Cauchy trong #. Do  compác nên có dãy 
con {#a„ } hội tụ về z € E. Ta chứng minh {za} hội tụ về z. 


Cho e > 0. Do {z„} là dãy Cauchy nên có nọ > 1 sao cho 


Ô (#8) < Vm,m > Trọ 


Do {za, } hội tụ về z nên tồn tại một chỉ số & > 1 sao cho my 3 ?+o và 


€ 
ỗ(#u„;#) < P 


Vậy với mọi mœ > nọ, ta có 


2| 


ð(#n,#) <Xổ(#a¡¿#n,) + ỗ(#n„,#) < 


Điều này có nghĩa là {z„} hội tụ về z và mệnh đề được chứng minh.L] 


CHÚ Ý: Trong quá trình chứng minh mệnh đề trên, ta cũng đã chứng minh 
rằng nếu {z„} là một dãy Cauchy sao chó có dãy con {z„„} hội tụ về thì 
{zn} hội tụ về z. Kết quả này được dùng nhiều lần về sau. 


§2.11 Không gian mêtríc tiền compắc 

Không gian mêtríc (E, ð) được gọi là hền compốc nếu với mọi e > 0, có 
một bao phủ của E gồm một số hữu hạn các quả cầu có bán kính nhỏ hơn 
€. 

Áp dụng Định lý 2.1, ta dễ dàng chứng minh được nếu  compáắc thì È 
tiền compác. Tuy nhiên, chiều đảo không đúng. Chẳng hạn; lấy E.= (0,1) 
với mêtríc ð(#, ) = |# - 1| thì È tiền compác nhưng không compắc: 
Mệnh đề 2.16 Cho (E,ôð) là không gian mêtríc đầy đủ uà tiền cornpốc. 
Thì E là không gian mêtríc compắc. 

Chứng minh. Cho {za} là một dãy trong E. Nếu {z„} là tập hợp hữu 
hạn thì nó chứa một dãy con hội tụ (dãy hằng). 
n. Lấy e = 1 thì có một họ hữu hạn các 


Giả sử {z„} là tập hợp vô hạ 
1 phủ E. Một trong những quả cầu này 


quả cầu mở có bán kính nhỏ hơn 
chứa vô số các z„ và ta ký hiệu quả cầu đó là ị. 


Scanned by CamScanner 


40 


Vì E là tiền compắc và Ởị C E nên ta có thể phủ Ỡị¡ bằng một số hữu 
hạn các quả cầu có bán kính nhỏ hơn -. Do ị¡ chứa vô số các z„ nên trong 
những quả cầu này có ít nhất một quả, chẳng hạn là 4; thoả Bạ = 4;ƒẬ Bị 


chứa vô số các #„,. 
Giả sử ta đã xây dựng được Ö\, Bạ,..., Đ„ sao cho 


` ®,ÖDC HmajnìC...C PạC Bì 

No 
$  D; chứa trong quả cầu mở có bán kính nhỏ hơn „ ;©€1,2,i. 1" 
© Mỗi ÖH; chứa vô số các z„, ? = 1,2... ,rn 


Vì E là tiền compắc và B„ạ C # nên ta có thể phủ „„ bằng một số hữu 


. Do „„ chứa vô số các z„ 


hạn các quả cầu mở có bán kính nhỏ hơn 

Tmn 

nên trong những quả cầu này có ít nhất một quả, chẳng hạn là 4„„¡ thoả 
Đmm+i — Am+l (Ì Bài chứa vô số các z„, 

Vậy ta có dãy giảm các tập hợp {B„„} thoả: mỗi „ chứa trong một 

quả cầu mở có bán kính nhỏ hơn — và mỗi Đ„„ chứa vô số các z„. Do đó, 


m 
ta chọn được dãy con {z„a, } sao chợ za, € Pa, với mọi k > 1. 
Với ¿ < 7 thì nị < m; và #n, €C Bà CcÐ_.„. Vì H„, chứa trong quả cầu 


s. Ẻ 
có bán kính nhỏ hơn — và #ạ,, #a; € „, nên 
Tị 


2 
ỗ(#a; #a, ) _. 
Suy ra dãy {z„,} là dãy Cauchy. Vì đầy đủ nên có z € # sao cho 
#n, —>#?. 


k 


Vậy E compắc và mệnh đề được chứng minh. 


§2.12 Đường kính của tập hợp 


Cho (E,ô) là một không gian mêtríc và A C E. Ta định nghĩa đường kính 
của A là 


diam A = sup{ð(z,1) /z,€ 4} 


Chú ý rằng 4 bị chặn nếu và chỉ nếu diam A < œo. 
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Nếu A = (z,r) thì diam A < 9. 

Nếu diam Á = ø thì A chứa trong một quả cầu bán kính ø. 
Mệnh đề 2.17 Cho (E,ô) là không giưn mêtríc đầu đủ uà {K„} là một dấu 
giảm các tập đóng khác trống sao cho diam K„ —> 0. Thi S PP c LƠ, 
uớ: một z C b. tài 
Chứng minh. Lấy z„ € KX„ thì {za} là dãy Cauchy vì 

Ô(#m,#n) < dam K„ Ym >n 

và diam #2 —> 0. Do đầy đủ nên có z € E sao cho #„ —> Z. 

Với mm cố định thì z„ € K„ với mọi n >rn. Vì z„ —> z và K„ đóng 
nên z € X„„. Điều này dúng với mọi rn > 1. Do đó z € s Tàn: 


mé=] 


co 
Hơn nữa, vì diam #„ —> 0 nên í1 K„„ chỉ chứa duy nhất một điểm 
rn=] 


và mệnh đề được chứng minh.) 


§2.13 Tạp hợp không dâu trù mật 


Cho A là một tập con đóng trong không gian mêtríc È. Ta nói Á không 
đâu trù mật nếu A không chứa một tập mở khác trống nào: Vậy một tập 
đóng 4 là không dâu trù mật nếu và chỉ nếu với mọi tập mở khác trống W, 


ta có W fƒ\(E\ 4) # 0. 


Nếu A uà B là hơi tập đóng không đâu trù mật thì AL) B là một tập 
đớng không đâu trù mật. Thật vậy, nếu W là tập mở khác trống thì 


#f\1#\(4UĐ)]= #ƒ (E14) (15) 


Vì A không đâu trù mật và E\ A là tập mở khác trống nên 
# =W((E\ 4) 
là tập mở khác trống. Do Ö không dâu trù mật nên W ƒ\(E\ Ö) z 0. 


z như mong muốn. Bằng quy nạp, ta cũng có 


Vạy Wf\E\(4U?Đ 
ây Wf(Z\(4U5Đ)] rù mật là một tập đóng không 


hợp của hữu hạn các tập đóng không đầu í 
đâu trù mật. 


Ị 
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Mẹnh đề 2.18 (định lý Baire) Cho E là một không gian mnêtríc đầy 
đủ. Giả sử E = |] Ea với Eạ là tập đóng của E, n = 1,2.... Thì có 
nọ > 1 sao cho Đụ. chưa một tập mở khác trống. 

Chứng minh. Giả sử ngược lại, nghĩa là mọi E„ đều không chứa tập mở 
khác trống nào. Ta chứng minh là mâu thuẫn. 


Trước hết, chú ý rằng nếu 4 là tập con dóng khác trống của # sao cho 
A không chứa tập mở nào thì với W là tập mở bất kỳ khác trống của E, ta 
có Wf\(E\ 4) là tạp mở khác trống. Điều này là hiển nhiên vì W không 
chứa trong A. 


Tập mở khác trống #Z \ E¡ chứa một quả cầu đóng (zi,r¡) với bán 
kính r< 1. Theo nhận xét trên, Ö(z:,7¡) \(E\ 2) là tập mở khác trống 
1 


nên chứa một quả cầu đóng /(z›,rsz) với bán kính 7; < 2 


Bằng quy nạp, ta nhận được một dãy giảm các quả cầu đóng Bị; 
N Ẫ 
B!(za,7a) với bán kính rạ < = thoả B/ (\E„ = 0. Vì E đầy đủ nên theo 
Mệnh đề 2.17 
(- z 9 


n=] 


: ` 
Lấy z € f1 Bị thì e ý Ea Vn 3 1. Điều này mâu thuẫn vì E = § đưn 


n=l 


n=l 
Vậy mệnh đề được chứng minh.D 


§2.14 Không gian mêtric liên thông 
Không gian mêtríc (E, ô) dược gọi là liên thông nếu không có các tập con 
đóng khác trống A và sao cho E= 4U? và Aƒ\B = Ö. 
Ta có thể kiểm chứng định nghĩa trên tương đương với các dịnh nghĩa 
sau: 
E liên thông nếu không có các tập cơn mở khác trống A tà B sao ch9 
E= AUĐB à AnB =Ÿ. 


E liên thông nếu không có tập hợp nào trong E uừa mở, uừa đóng, 
ngoại trừ E/ và Ÿ. 
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Mẹnh đề 2.19 Cho a < b. Thì đoạn [a, b] liên thông. 


Chứng mình. Chú ý rằng E = [a,b] là không gian mêtríc compáắc với 
mêtric 


ô(z, 9) = |z — | | 


Giả sử È không liên thông. Thì có các tập con đóng khác trống A và Ö 
rời nhau sao cho È = A|J B. 


Ánh xạ ổ : A x B — ï là liên tục. Thật vậy, với (zi,1¡) € 4x B và 
(z›,z) € A.x B, ta có 


Ô(#1,1ị) < (#1, #a) + ỗ(#a, ta) + (92, 1) 


Suy ra 
ô(#1, 1) — ỗ(Z2, 9a) € ô(#ì, #2) + ô( 01, 92) 


Vì vai trò của (z1, 1) vài(›, 0;) đối xứng nên ta cũng có 


(Z2, 02) — ỗ(#t, 0v) < ỗ(#a, #t) + (12, 91) 


Do đó 


|lô(Za,i) - ô(z2,92)| < Š(Zt,#2) + 21,92) 
V2V92(zì, z2) +62(wà, 92) 


IA 


Từ bất đẳng thức này, ta suy ra ô liên tục trên A x Ö (thật ra là liên tục 
đều). Do Ax B compác (A và Ö là các tập con đóng của E và # compắc) 
nên ổ đạt cực tiểu trên A x B, nghĩa là có (zo, 9o) € A x B sao cho 


ô(zo, vo) = inf{ô(z, 9) / (z,) € A x B} =r 


#0 † 10 ,y. 
Vì An8 = Ũ nên r = ỗ(#o, 90) >0. Lấy SÌP EGTIỂG thì 


T 
|e— #o| = |e— #oÌ = ä <7 
Do đó, e không thuộc 4 và không thuộc # vì nếu e € 4 chẳng hạn thì 


Ỗ(c,o) = |ce — wo| > z và điều này mâu thuẫn với sự kiện |c — wo| < r. Vậy 
cựbE. 
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Nhưng c € E vì c là điểm giữa của đoạn nối zọ và ọ và đoạn này lại 
chứa trong # = [a,b]. Vậy ta có mâu thuẫn. Mâu thuẫn này chứng tỏ [a, | 
liên thông và mệnh đề được chứng minh. 


Mệnh đề 2.20 † ià tập hợp liên thông. 


Chứng minh. Ta có R = § Kn với Kạ = [—n,nÌ. Giả sử R không 


n=] * ` 
liên thông. Thì có các tập con dóng, khác trống, rời nhau 4 và Ö sao cho 


R< AUB. 
Lấy z € A và y€ B. Tồn tại một nạ > 1 sao cho (#,0lC dựng: 


Lấy Ái < Kayf\A, Bị = Ka¿[(\B thì Ai và Bị là các tập con đóng, 
khác trống của Í-„ (xem bài tập sau) sao cho 


Ai] 
4i{(Ì\Ø 


đón 
Ú 


II 


Điều này gây mâu thuẫn vì theo Mệnh đề 2.19 thì Kra liên thông. Mệnh 
đề được chứng minh. 


BÀI TẬP. 

e Cho (E,ở) là một không gian mêtríc và là một tập con của E. Chứng 
minh rằng nếu Ƒ' là một tập con đóng của E thì A= K (1# là tập con đóng 
của không gian mêtríc (X, ög) 

Hướng dẫn: Lấy {za} CA sao cho ôg(za,z) —3 0 với z€ K. Thì 
Ê(zn,z) — 0 vì ỗy(#n,#) = ỗ(za,#). Do {zn} C Ƒ và Ƒ là tập đóng nên 
z€F. Vậyzc KA\F=A. 

e Chứng minh rằng nếu ø < ò thì (ø, ö| liên thông 


Hướng dẫn: Chứng minh giống như Mệnh đề 20 với lưu ý là 


(a, b] = Ũ Xa 
n=l 


VỚI 


K„= LJla+ : b 


n=] n + p' 
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trong đó ? là số nguyên dương sao cho ø + = < b. 
P 


e Chứng minh rằng một tập con khác trống của là liên thông nếu 
và chỉ nếu nó có dạng là một khoảng (có thể hữu hạn hoặc vô hạn): 
|4, bỊ, (a, LỆ (a, b), La, b) 

Mệnh đề 2.21 Cho (E,ô) uà (E',ð') là hai không gian mêtríc tà ƒ là 
một ánh rạ hiên tục từ Ej oào E!. Thị ƒ(E) liên thông nếu E hên thông. 
Chứng minh. Chú ý rằng KX = ƒ(E) dược xem là không gian mêtríÍc 
(K,ðw) với ổy là mêtríc suy bởi ổ' trên K. 


Xét ánh xạ ƒg:  — K định bởi ƒg(z) = ƒ(z), z € E (thông thường, 
người ta hay dùng ký hiệu ƒ thay cho ƒx và ta cũng se dùng ký hiệu sai ƒ 
này khi đã quen với những ý niệm trên). 


Ta có ƒr liên tục nếu ƒ liên tục (tại sao ?). Nếu X không liên thông 
thì có các tập mở khác trống của K là A và 8 sao cho 4U = K và 
AnB=0. Thì ƒg`(4) và ƒz`(B) là các tập mở khác trống của È thoả 

ƒfz'(4)|UJ7x`(B)é€= E 
ƒfg'(4)(1/'(B) = 9 


Điều này mâu thuẫn với giả thiết # liên thông. Vậy liên thông và 
mệnh đề được chứng minh. 
BÀI TẬP. 
e Chứng minh rằng ƒ liên tục tại z nếu và chỉ nếu ƒxy liên tục tạiz (ƒg 
được định nghĩa như trong chứng minh trên) 


Menh đề 2.22 Cho ƒ là một hàm số thực, liên tục trên không gan rnêtr(ẽ 
liên thông Ð. Giả sử ì = ƒ(zì\) tà 1a = ƒ(œ›) tới zì, zạ € E. Thì với 
mỗi nằm giữa ị và ›, tồn tại một # € E sao cho Ƒ(+) = ụ. 


Chứng minh. ƒ(E) là tập con liên thông của # nên nó là một khoảng. Vì 
1ì, 2a € ƒ(E) và ƒ(E) là một khoảng nên [\, 12] C ƒ(E) (giả sử tị < #2). 
Mệnh đề được chứng minh.L 


§2.15 Hàm số liên tục trên không gian mêtrïc 


Cho 4 là một tập con của không gian mêtríc (E,ð). Với mỗi z € È, ta định 
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nghĩa 
d(z, A) = inf{ ð(z,) /€ A} 


thì đ là một hàm số thực xác định trên #. 


- Mẹnh đề 2.23 d liên tục đều trên E. Nếu A là một tập đóng trong E 


thì d(+, A) = 0 nếu uà chỶ nếu z € A. 
Chứng minh. Cố định z,€ E. Với mọi z € 4, ta có 


ô(œ,z) < ô(z, y) + ỗ(w, z) 


Mà d(z, A) < ô(z,z) Vz € A. Suy ra với mọi z € 4 thì 
d(z, A) < ô(z, 0) + ô(w,z) 


nghĩa là 
ô(w,z)>-d(z, A) - ð(z,) Vz€ A 


Vậy theo tính chất của cận dưới, ta có 
d(, A) > d(œ, A) — ð(z,09). 


nghĩa là 
d(z, A) — d(u, Ä) <Sô(z;) 


Vì z, có vai trò như nhau nên ta cũng có 


á(y, A) ~ de, A) < ð(w,z) 


Vậy với mọi z, € E, ta có 


Id(z, 4) ¬ d(, 4)| < ð(z, 0) 


Suy ra đ liên tục đều trên È. 


Giả sử A là một tập con đóng trong E. Nếu z € A thì hiển nhiên 
d(z, A) = 0. Đảo lại, giả sử d(z, 4) = 0. Với mỗi n > 1, theo tính chất của 
cận dưới lớn nhất, tồn tại một z„ € 4 sao cho 


3ị 


0S Jđz,#w) < 
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Cho n —> œo trong bất đẳng thức trên thì ta suy ra z„ — z. Nhưng 
vì {#„} C A và Á đóng nên z € A4. Mệnh dề được chứng minh. 


- Cho ƒ và ø là hai hàm số thực xác định trên không gian mêtríc # và œ 
là một số thực. Ta dịnh nghĩa các hàm số thực ƒ + ø, ƒg, œƒ trên như 
sau | 


(/+ø)œ) = /ƒŒœ)+g(z) eeE 
(f3) = ƒ(z)g(z) z€E 
(œƒ)(=) = œƒ(z) +cE 


Giả sử ƒ và g liên tục tại zọ € E. Thì ƒ +g, œƒ, ƒø liên tục tại Zo. 
Điều này được suy ra từ các đánh giá sau 


|(ƒ + ø)(z) -Áƒ + 8)(zø)| = 
= |(ƒ(z) >#(zo)) #(ø() — ø(e))| 
|+ 


< |ƒ() — ƒ(o)| +|ø(z)— øo)| 
I(œƒ)() ~ (œƒ)(zo)l = 
= |aƒ(œ) = œƒ(o)| 
= |a||ƒ() = ƒ()l 
I(ƒø)(z) — (ƒø)(zo)| = 
= [ƒ(Œ)ø() — ƒ(zo)ø(zo)l 
= |ƒ(#)(ø(z) — ø(zo)) + ø(o)(/(z) = ƒzo))l 
< |ƒ(z)l lø(z) = ø(o)| + lø(ze)| |ƒ(e) =.ƒ(=o)l 


Giả sử ƒ là một hàm số thực xác định trên không gian mêtríc È sao cho 


Âv 22 nà 
ƒ(z) #0 Vz € E. Ta định nghĩa hàm số thực 7 xác định trên như sáu 


Nếu ƒ liên tục tại zọ thì 7 cũng liên tục tại zọ. Thật vậy, với ‹ > 0 cho 
trước, ta có 


_ ]ƒŒ) - ƒ(a)| 
—_ J/(z)l|ƒŒa)l 
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Nay 
[ƒ(z)I = |ƒ(£o) + ƒ(£) — ƒ(ze)l > |ƒ(o)| - |ƒ() — ƒ(o)| 


Chọn 7 > 0 sao cho với z € E, ô(z,#zo) < m dẫn tới 
|ƒ(zo)| 
If(ø)~ /(so)|< TC?” 

Thì với z € E, ô(z,zo) < \ dẫn tới 


If(z)| > |ƒ(o)|— J69) : 6s) 


nghĩa là : 
1 


— < — 
Jƒ()| - lƒŒo)l 
Lấy 0 < ††s < 1n sao cho với z € E, ô(z,#zo) < 7a dẫn đến 


_e|ƒ(o)Ï 


Ifz) ƒ(eo)|< ““Š 


Do đó, với z € E, nếu ð(z,zo) < 7› thì 


e|ƒ(o)Ú . 2 s 
2 |ƒ(+a)l? 


1 1 


ƒŒ)  ƒŒo) 


1 
Điều này chứng tỏ 7 liên tục tại zạ.L1 


Mạnh đề 2.24 Cho A uà B là hai tập đóng, khác trống, rời nhau trong 
không giưn mêtríc (E,ð). Thì có hàm số thực ƒ liên tục trến E sao cho 


Chứng minh. Đặt 
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4. NHẬP MÔN GIẢI TÍCH - 


thì ƒ(z) hoàn toàn xác định vì đ(z, A) và d(z, B) không đồng thời bằng 0 
(nếu có z € È sao cho d(œ, A) = d(z, B) = 0 thì theo Mệnh đề 2.23, ta có 
z€ A và z€ và diều này mâu thuẫn với giả thiết Aƒ\.B = 0). 


Theo các kết quả nêu ở trên, ƒ là hàm liên tục trên #Z và ta dễ dàng 
'thấy ƒ thoả các yêu cầu của mệnh đề. 


Ta se chứng minh định lý mở rộng Tietze. Trước tiên, ta cần kết quả 
sơ đẳng sau. 


Chó {ƒa} là một dấu hàm số liên tục trên không gian mêtríc E sao cho 
{fa} hột tụ đều trên E về hàm số ƒ, nghĩa là uới mọi e > 0, cố nọ > 1 
sao cho 

|ƒfa(#) - ƒ(z)| < « Vn > nạ Vz € È 


Thì ƒ lhên tục trên E. 


Thật vậy, cho zọ € Ö/ thì với mọi mœ > 1 và với mọi z € È7, ta có 


[ƒ(£) — ƒ(o)|l < |ƒ(£) - Øã(z)| + [fa(#) - fn(#o)| + |fa(#o) — ƒ(2o)| 
Cho e > 0, do {ƒf+„} hội tụ đều về ƒ trên E nên có mạ > 1 sao cho 
|faa(z) — ƒ@) )Ì<š 2À vz cổ 


Đặc biệt, : 
[ƒnạ (#o) — ƒ(#o)| < P 


Vì ƒ„„¿ liên tục tại zọ nên có 7 > Ú sao cho 


I„(#) = #a(eo)|< š- Vz€ B(zo.n) 


Do đó, 
|ƒ(z) — ƒ(ze)|l < |ƒ(z) — fxa()Ì+ 
+|ƒna (2 )= fna (# ". ƒ(zo)| 


€ 
kiện t0 Tuệ c. Vz € B(zo, 
Thun € (zo, ?)) 


Điều này chứng tỏ ƒ liên tục tại zọ. Vì Zo là phần tử bất kỳ của E nên 
ƒ liên tục trên #.H 
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Mẹnh đề 2.25 (định lý mở rộng Tietze) Cho A là một tập con đóng 
trong không gian mêtríc E uà ƒ là một hàm số thực hiên tục, by chân tren 
A. Thì có một hàm số thực ƒ* liên tục trên È sao cho 


ƒ!1a = ƒ 


trong đó ƒ*|A là hàm số tác định trên A như sau 
ƒ*la()= ƒ'{) Vec4A 


Hơn nữa, nếu ƒ lấu giá trị trong đoạn [0,1] thị ta có thể chọn ƒ* cũng lấy 
giá fr† trong [0, 1]. 
Chứng minh. Trước hết, ta giả sử rằng 


lí (6) = 0, 0P TẾ) =1 


ƒŒ) =4 


—ữ 


). 


(nếu inf ƒ(z) = a và sup ƒ(z) = b‹thì ta xét hàm 
¬ z€4A z€Á 
Nay nếu A và Ö là các tạp đóng rời nhau của E, ta ký hiệu øx4,pg để chỉ 
hàm số liên tục có giá trị trong [0,1] sao cho 


ø(4) ={0}.. s(8) ={1) 
(một hàm như vậy luôn tồn tại theo Mệnh đề 2.24). 
Ta sẽ định nghĩa các hàm liên tục ƒ„ trên Á và ø„ trên #1 bằng quy nạp. 


Lấy ƒa = ƒ và định nghĩa các tập hợp 4o, Ởọ như sau 
Áo = {£€A/ƒ(z)< 
Đẹp = {z€A/ƒ(z)> 
Đây là các tập đóng trong không gian mêtríc (A,ổa) vì 


Ao=/“(0,3)), Ba=/"M(U1) 


Hơn nữa, A là tập đóng trong E nên Áo và Bọ là các tập đóng trong l2 
(độc giả tự kiểm chứng điều này). 
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1 
Đặt go = sØ4o,pạ và định nghĩa ƒq = ƒọ - gọ. Bằng quy nạp, giả sử ta 
đã định nghĩa được ƒ„. Đặt 


€3 | L2 €2 | b2 
g 3 


Bạ› = {z€A/ fa(z) > 


lổ2 
Và Ứn S(3)”8An,Ba, fa+I = ƒa — 0a (ở đây ta đã dùng ký hiệu g„ thay 


cho Øn|A)- 
Đặc biệt, 
he = ƒ— (0g + gi +: + 0n) 
Ta có 
0 < ` về M/ h 
n6) <Ÿ -(ệ)" 
<Š gn(Ê) < số) +€ 
0 < ñla(z) 4 ky WVz€CA 


Bất đẳng thức thứ nhất là hiển nhiên. Bất đẳng thức thứ hai được 
chứng minh bằng quy nạp (trường hợp ø = 0 là hiển nhiên; với n > 1 
và z € A thì ta xét ba trường hợp: z € Áa_¡, # € H„¿tI, z ý Áa_¡ và 
£ # Ba_¡; bất đẳng thức mong muốn cho ƒạ trở thành hiển nhiên do giả 
thiết quy nạp). 


Ta định nghĩa 


ƒ*(z) = lim (g0(#) + ø(#) +-': +øn(#)) z€ E 

Sự hội tụ này là đều trên # vì với mọi z € È, ta có 
1`: 1.2 1 
lØo(z) + øi(£) + :-: + øa(#)| < TÊN sẲa) SH 


Vì mỗi g„ liên tục trên # nên theo nhận xét trên, hàm giới hạn ƒ* liên 
tục trên F/. Hiển nhiên, 


0< ƒ*{z)<1 VeeE 


| 
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Sau cùng, vì fa+i(#) —> 0 Vz € 4 nên 
ƒ*(+)= ƒ(œ) VYzece A 
và mệnh đề được chứng minh.D 


Mệnh đề 2.26 (dịnh lý xấp xi Weierstrass) Nếu ƒ là một hàm số liên 
tục trên [a,b] thì có một dấu các đa thức Pạ hộ! tụ đều uề ƒ trên [a, b|. 


Chứng mỉnh. Ta có thể giả sử rằng ƒ(a) = ƒ(ð) = 0 mà không làm giảm 
tính tổng quát của mệnh đề. Thật vậy, nếu mệnh đề đã được chứng minh 
cho trường hợp này thì ta xét 


g(#)= (b — a)(ƒ() — ƒ(a)) — (# ~ 4)(ƒ(8) = ƒ(4)) 


và vì g(4) = g(ð) = 0 nên g là giới hạn đều của một dãy các đa thức. Do 
đó, ƒ cũng là giới hạn đều của một dãy các đa thức vì 


' /ðNNG, g 
/=ự b-a ` b—a 


và ƒ — = là một da thức. 


Ta định nghĩa hàm số ƒ* :  —> như sau 
/ ø)={ 0 z#[a,}| 
Ta dễ dàng chứng minh được ƒ* liên tục trên để và triệt tiêu bên ngoài 
[z, Ò]. 
Nhắc lại rằng 
+œo 
Ụ c® l2 Vm 


—©œO 


Bằng cách đổi biến số, ta có 


+cœo 
vn ; e~"` dụ = Vm 


Scanned by CamScanner 


53 
Trở lại phần chứng mình của định lý, ta có 
ƒ'(e)~ CVn [ ” ƒ"(y)e"*=9” dụ = 
Cva [  ”W*(e) - ƒ'(e = 9))e""* 4 (1) 


Lấy [c;đ] là khoảng đóng sao cho [a,b] C (c, đ) thì ƒ* liên tục đều trên 
[e, đỊ. 


Do đó, với e > 0 cho trước, ta có thể tìm được ø > 0 sao cho 
[ƒ*(£) - ƒ*(œ - w)| < s 
với mọi z € [a, ö| và với mọi€ # miễn là |y| < ø. 


Vậy, với mọi z € [a, b| và với mọi m > 1 


lCv® Ƒ (6) =ƒf'* v))eẺ đụ| <‹ (2) 


Vì ƒ* bị chận trên # nên ta có 
Cựn |  ƒ*(e~v)e"24 —4 0 (8) 
|w|>ø 


đều với z € [a,b] khi ø —> oœo (điều này được suy từ tính chất 


và [ˆ” ạ : +œ 2 : 4 
n: c" dụ = e"* dz —› 
p p⁄n 

khi  —> co). 


Tương tự, 
cvn | ƒ*(œ)e~"ˆ dụ —> 0 _ (4) 
|w|>ø 


đều với z € [a,ö] (thật ra là đều với z € Ö) khi ø — œo. 
Từ (3) và (4) ta có 


lCvVn D6) = ƒ/( - 9))e—"ˆ dụ| — 0 (5) 


đều với z € [a,b] khi  — co. 
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Nay (2) và (5) chứng tỏ vế phải của (1) tiến về 0 đều với z € |ø,bÌ khi 
œ — co, nghĩa là 


cvn Ƒ— ƒ*(w)e-n«~v)” dụ —> ƒ*() 


đều với z € [a,b| khi n —> œ. 


Cho « > 0 và lấy nọ € N sao cho 


sụp |/*(ø)- C/n [ ` ƒ*(w)e-9°4g|< 2 Yn>ne (6) 
z€[|a,b] 


Dãy hàm hai biến 


` (—na(z — 9)?)* 


—> c no (z—w)? 
kì 


Q S 


k=0 
đều với z,  € [ø,b| khi rw —> œ. 


Chọn rnọ € ÑN sao cho với mọi z,  € [a, Ủ] 


_ea(=-X#Ƒc A— Ô——— 
Qme(=,9) £ 9 [| < xa) va |7] 


với ||ƒ|| = sup{ |ƒ()| / # € a,ð] }. 


Thì với mọi z € [ø, 0Ì, ta có 
+œ _ 
|C/ l- ƒ'(y)e"s£=9Ÿ⁄4y 
bế 
~C/78 = (y)Q»,(e.v) đy|= 
c—no(z~ € 
"N.. in ƒ*(0)(e""9t#~9)` — Qma(,9)) đạ| < 5 (8) 
Từ (8) và (6) ta có 
b 
[/*(ø)~ Ø8 Í_ f*(9)Qm,(s,9) đự| < e V2 € [| 


Nhưng 
b 
= Cva | ƒ*(w)Qm, (+, 9) dụ 
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S5 
là một da thức và do đó mệnh đề được chứng minh. 


CHÚ Ý: Nếu hàm ƒ có đạo hàm liên tục trên 


một dãy các da thức {P„} sao cho (ø,b] thì ta có thể tìm được 


ng h(#) = ƒ(e) 
nứm P(z) = ƒf() 
đều trên [a, b|. 
Thật vậy, áp dụng định lý trên, tồn tại dãy da thức {Q2} sao cho 


lim Qạ(z) = / (2) 


đều trên [a, ở]. 
Xét dãy da thức {P„} với 


ø)+ lđ Q„(t) dt 


thì ta sẽ suy ra khẳng định trên (xem như bài tập). 
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Chương 3 
KHÔNG GIAN ĐỊNH CHUẨN 


` 


Trong chương này, E là một không gian véc-tơ trên trường K với K = R 
hoặc € = ŒC. 

Cho E là không gian véc-tơ trên K. Một chuổn trên E là một ánh xạ 
z => ||z|| từ E vào # sao cho 


Œ) ||zl| >0 
llx# 0 ®*$z=0 


(¡) |lœzl| = lalllzll' (œ K) 


(”) l|z + vÌl < llzll+ lÌylÍ (bất đẳng thức tam giác) 


Chú ý là trong dẳng thức ||z|| = 0;0 là phần tử của #, còn trong dẳng 
thức z = 0 thì 0 là phần tử của #.. Ta cũng chú ý rằng trong (ii), ký hiệu 
lœ| chỉ giá trị tuyệt đối của œ nếu œ € # và chỉ môdun của œ, nghĩa là 


|œ| = a2 + ð2 nếu œ € Œ, œ = a+ ?Ö. 


Không gian định chuẩn là không gian véc-tơ được trang bị một chuẩn. 
Không gian định chuẩn thực (phức) là không gian véc-tơ thực (phức) được 
trang bị một chuẩn. 


Ta hãy xét vài ví dụ về không gian định chuẩn. 
1. Rˆ là một không gian định chuẩn thực với chuẩn 
lzll= @zi + z3 +--: + z2 


trong đó z = (Z1,#2,..., #n). Chuẩn này được gọi là chuẩn Euclide trên 
1°. 


R" cũng là không gian định chuẩn thực với một trong các chuẩn sau: 


l#il + |#z| + --- + |en| 


max { |#1|, ||, - - - › |#n| } 


Izl|i 


|lzll› 
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2. Gọi E là tập hợp các hàm số phức liên tục trên không gian mêtríc compắc 
5 thì E là không gian véc-tơ phức. Với z € E, đặt 


llz|| = sup |z(¿)| 
tcS 
thì ||z|| là một số thực vì z là hàm số bị chặn trên Š (nhớ rằng .Š compác 


và z liên tục). Ta kiểm chứng được z —> ||z|| là một chuẩn trên Z. Chẳng 
hạn, ta hãy kiểm chứng bất đẳng thức tam giác. 


Lấy #, € È. Với mọi † € Š, ta có 
l£(£) + (9| < |e@)I + Iw()I < |lzl| + Ilwl 


Do đó 
llz+ + z|| = "` |z() + z@)I < llzl| + llv|| 


Các tính chất còn lại của một chuẩn được kiểm chứng dễ dàng. 


3. Cho E = C((0, 1]) là không gián các hàm số phức liên tục trên [0,1]. Thì 
È là không gian định chuẩn với chuẩn 


lzI= [ Izf|# 


4. Lấy Š là tập hợp bất kỳ. Gọi E = (5) là không gian các hàm số phức 
bị chặn trên ,Š thì E là không gian định chuẩn với chuẩn 
llz|| = sup |z()| 
tcS 
5. Nếu trong ví dụ 2, ta lấy È = Œp(S) là tập hợp các hàm số thực liên 
tục trên 9 thì E cũng là không gian định chuẩn với chuẩn 
|Izl| = sup |z(£)| 
tc5 
Ta cũng có các chú thích tương tự cho ví dụ 3 và ví dụ 4. 


6. Gọi cọ là tập hợp các dãy số {an} hội tụ về 0 (nghĩa là aa — 0 khi 
+ —> oo) thì cạ là không gian định chuẩn với chuẩn 


= sup |an| 
Ifea)I = sep le 
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cả 


T. 
chuẩn với chuẩn 


Gọi /¿„ là tập hợp các dãy số bị chặn {a„} thì lœ là không gian định 


II{z„ | = sup lami 
ncÑ 


8. Gọi j„ (1< p< +œ) là tập hợp các dãy số {an} với 
š |a„|? < +œ 
n=l 

thì /„ là không gian định chuẩn với chuẩn 


I{aa}I = (9 laal?)? 


n=l] 


9. Gọi # = C*([0, 1]) là tạp hợp các hàm số trên (0, 1] với dạo hàm cấp È 
liên tục. Thì # là không gian định chuẩn với chuẩn 


lzl= sup |z()| + -sup |#()|+---+ sụp |z)0)| 
tc[0,1] tc[0,1] tc[0,1] 
trong đó z(* là đạo hàm cấp ¿ của z. 


10. Gọi E = Œ!~([0, 1]) là tập hợp các hàm Lipschitz trê¡: (0, 1]. Mễ phần 
tử của # là hàm số z trên [0, 1] thoả: có hằng số Ä⁄ > 0 (M⁄ chỉ phụ thuộc 


vào z) sao cho 


lz(#) - z()|< Mlt- f| ©V## e [01] 


Trên #, ta trang bị chuẩn 


z) - zữ)| 


lzl| = Iz(0)| kết: | 


thì Z là không gian định chuẩn. 


$3.1 Không gian Banach 


Nếu z => ||z|| là một chuẩn trên không gian véc-tơ E thì chuẩn này sẽ sinh 
ra một mêtríc ổ trên #/ với ô được xác định như sau 


ð(,) = l|z - 9Ì 
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Do đó, một không gian định chuẩn là một không gian mêtríÍc với mêtríc 
định nghĩa như trên. Ngoại trừ trường hợp khác mà sẽ được nêu rõ, một 
không gian định chuẩn sẽ là một không gian mêtríc với mêtríc đặc biệt này 
(sinh ra bởi chuẩn). 


Ta nói không gian định chuẩn là đầy đủ nếu không gian mêtríÍc tương 
ứng là đầy đủ. Không gian dịnh chuẩn đầy dủ được gọi là không giơn 
Banach. Các không gian dịnh chuẩn trong các ví dụ trên, ngoại trừ ví dụ 
3, là không gian Banach. Ta sẽ chứng minh một vài trường hợp. 


Mệnh đề 3.1 Cñho ŠS là không gian mêtríc compấc 0à gọi B = C(§) là 
không gian các hàm số phức liên tục trên S. Thì E là không gian Banach. 


Chứng minh. Ta se chứng minh # đầy đủ. Gọi {z„} là dãy Cauchy trong 
E, nghĩa là 
|Ì#a = z„ii - sup |2» (£) = #m È)| RA, 
tcS 


khi » —> œo. Ta chứng mình có # €-# sao cho |#a — z|| —> 0 khi + —> œo. 
Với mỗi ¿ € Š, {za(£)} là dãy Cauchy trong Œ vì 
l#n(#) — #m(f)lfS l|#n —#mll'=— 0 
khi mm, na —> Co. 
Vì Œ đầy đủ nên suy ra với mỗi ‡ € Š, có #(í) € C sao cho 
=a(#) ~ e(9)| —+0 
khi „ —> œo. 
Vậy ta có một hàm số phức z trên 5 xác định như sau 
z:5S —> C'- 


t > z(ÊÐ) 


Ta chứng minh z € E và z„ — z trong È. Thật vậy, với mỗi ¿ € S, ta 
có 
|#n(f) — #m(f)| + l#m(#) — z(9)| 
|z„ — #ml| + |#m(£) = =()| 


|za(£) nu z(0| 


LA 1A 


Cho  > 0, do {z„} là dãy Cauchy trong nên có một nạ > 1 sao cho 


|l#„ — #mll <£  Vm,m 3 nọ 
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Do đó, 


|#n(#) — z(£)| < « + lzm(£) - z(#)|_ Vm,n 3 nọ (1) 


Cố định œ > nọ và cho ma — cœo trong (1) thì do Zm(£) — #z(£) nên 
SUY ra 


lea()—z()|<« YteS (2) 


Chú ý-rằng nọ không phụ thuộc vào £. Do đó z„(£) —> z(£) đều trên 5. 
Do z„ là hàm liên tục trên Š và {z„} hội tụ đều về z trên 5 nên z là hàm 
liên tục trên ŠS, nghĩa là z € È. 


Từ (2) ta cũng có 


|lza ~ z|| = sup|zn(£) - z(£)| << n >3 nọ 
tcS 


Vậy z„ —>-z trong E và mệnh đề được chứng minh. 
Mệnh đề 3.2 Không gian téc-tơ E= C([0,1]) uới chuẩn 
1 
lel= Ệ e(9[4 
không phải là không gian Banach. 


: 1 | 
Chứng minh. Ta chứng minh E không đầy đủ với chuẩn |z|| = Dị \z(t)|# 
bằng cách chỉ ra một dãy Cauchy trong È và không hội tụ đỂN P. 


Xét dãy hàm z„ như sau 


0 lên Ta PT =: 

2 2n 

#n(£) = 2nz + (1 — n) —- 
1 vi 
s^** 


` 


thì ta dễ dàng kiểm chứng được z„ là hàm liên tục trên [0,1], nghĩa là 
#ạ € E. 
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Hơn nữa, {z„} là dãy Cauchy trong E. Thật vậy, với w > mm ta có 


Ỉzs - zml| < lÃ les(#) — =m(#)| đi 


2 2m 

1 1 1 
< D R0) 32080) 
" 1 
_—— 9m 


(chú ý là |za(#) — ea(#)| < 1 W+ e [0,1]) 


Từ đó suy ra {za} là dãy Cauchy trong . Giả sử có z € È sao cho 
#„ —> # trong E, nghĩa là 


lÌE£a~— z|| — 0 


khi e —> co. Ta chứng minh 
0 
z{) = 1 


2 : 1 

và điều này đẫn đến mâu thuẫn vì z không liên tục tại 5 
1 ` LÁ M LẠ , 
Lấy œ € |0, 5) thì với ø đủ lớn ta có 


ˆ#0I#= [ e)~z)|4 () 


Nhưng ẳ 
lÍ ` lz„(z) ~ z()| đ < Ỉ lza(£) - z(9)| di 


= Ìza - z| (2) 
Do ||£„ — z|| — 0 nên từ (1) và (2) ta suy ra 


ƒ #e(0I#=0 (3) 
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Vì z liên tục trên [0, œ] nên từ (3) ta có 


z()=0_ Ví  [0,a] (4) 


1 ` ⁄ 
Do ø là lấy giá trị bất kỳ trên [0, 5) nên từ (4) ta có 


1 
z#)=0 W¿€|0,z) 
Tương tự, ta cũng chứng minh được 


z()=1 Vi€ (5, 1] 


Mệnh đề được chứng minh.L] 


Mẹnh đề 3.3 Cho Š là một tập hợp bất tù tà gọi E = B(S) là không 
giưn định chuẩn các hàm số phúc bị chận trên. S uớ: chuẩn 


|zl| = sup z0)| 
tc5 
thì E là không gian Banach. 
Chứng minh. Lấy {z„} là dãy Cauchy trong E, nghĩa là 


lỈ£a — #m|Ì = sup |z„(£) 4 zấấ(f)|;— 0 
tcS ` 


khi rn, „0 —> œ0. 


Thì với mỗi £ € Š, {z„(#)} là dãy Cauchy trong C..Vì C đầy đủ nên có 
z(£) € Ơ sao cho za(f) —> z(0). 


Ta chứng minh z là hàm số bị chận trên 5Š (nghĩa là z € ) và #a —? 
trong E. Thật vậy, với mọi £ € Š và với mọi mm, > E: t»có 


|zŒ) T— #a(f)|_ <_ l£Œ) = zm()| + |em(£) — za(9)| 
—&_ |#Œ) — #m(#)| + |l£m — za|| 


Cho  > 0. ta có nạ > 1'sao cho 


lÌ*m = zal <€_ Vm,mn > nọ 
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Do đó, với mọi ¿ € Š và với mọi mm, > nạ, ta có 


l#(f) — #a(#)| < lz(#) - zm()|+ (1) 


Cố định m > nọ và cho mm — co trong (1) thì vì z„(£) —> z(#) nên ta 
được ' 
I#(#) — en(Đ| <<  Yt€ S (2) 


Suy ra với mọi £ € Š 
Iz()| < |z() — #ae (£)| + lzaø (£)| 
< €+ ||#na | (3) 


Từ (3) suy ra z là hàm bị chận trên Š, nghĩa là z  . Hơn nữa, do (2) 
ta có 
lÌ£x“~ z|LL£ ‹ 2n 3 nọ 


Vậy z„ —> z trong È và mệnh đề được chứng minh. 

Sự kiện /¿ là không gian Banach là một trường hợp riêng của mệnh đề 
này. 
Mệnh đề 3.4 Gọ¡ï; (1 < p< +œ) là không gian định €huẩn các dấu số 


{an} sao cho 


b3 |la„|P < +œo 


n=] 


thì l„ là không gian Banach uới chuẩn 
ll{a„ HÌ = Đã |a„|?)* 
n=l1 


Chứng minh. Trước tiên, ta chứng minh 


œ 


(a„}  ll{aa}II = (Š} lanlP)? 


n=] 


là một chuẩn bằng cách kiểm chứng bất đẳng thức tam giác (các tính chất 
còn lại, độc giả tự kiểm chứng). 
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64 
Lấy a = {an} €lp và b = {ba} € lọ Áp dụng bất đẳng thức Minkowski, 


ta có k k \ 
(Ð) lan + bạ |P) ) <( CS baPl + }P+ (3, lbal?)? 
n=l 


n=l 


<Ó, |øn|P)? ) +{ (S Jba|P)” 


n=l 


= la|| + llÈl Œ) 


Cho k —> œ trong (1) thì được 


= 1 
» |#n + ba|?)? < |lz|Ì + llở|Ì 


n=l 


Vậy 
|la+ || < llzl| + ll"| 


Nay ta chứng minh ¡„ đầy đủ. Cho {z(n n)} là một dãy Cauchy trong Ï; 
(chú ý rằng ta viết z(m) để chỉ một phần tử của i„). Giả sử 
z(n) = (#1(), #2(n), -. .) 


Thì hộ 
z(n) - =(m)l| = (3) lzx(n) ~ zy(m)|P)? —› 0 


k=]1 
khi rn, . —> Go. 


_Do đó, với mỗi k > 1, {z(%)}a>‹ là dãy Cauchy trong Ơ. Suy ra với 
mỗi È > 1, có z„ € sao cho 


#k(n) —› z¿ 
khi + — co. 


Đặt z = (z\,z¿,...), ta chứng minh z € l„ và z(n) —› z trong „. Thật 
vậy, với mỗi số nguyên s > 1, theo bất đẳng t thức Minkowski 


|£,(m) — #k|P)? ht |#w(m) — #k(m)|P) -TM ta |zx(m) — zk|P) )P 


lz(n) - =(m)|| + ( ” I=u(m) — z;IP)Š 


LA 


IA 
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5. NHẬ 65 


Cho « > 0, do {z(n)} là dãy Cauchy trong ỉ„ nên có nọ > 1 sao cho 


l|z(mm) — z(n)|| < e Vm,n > nọ 


Do đó, với mọi rn,m > nạ và với mọi s > l 


3 


G bưn ) — #k|P) P)n <c+(Ö ` jz.(m) — zk|P)? (2) 


k=l]1 
Cố định“n > nạ và cho rn —› œ thì vế phải của (2) tiến về « (vì 
zk(m) —> + khi rw —› œ). 


Do đó, 
(3 san )— #4|P)* <€ Ÿn > nọ (3) 


Vì nọ không phụ thuộc vào s nên (3) đúng với mọi s > 1. Suy ra với 
mọi s > Ì 
: l 1 1 
(2_„lexl?)? < ( (in — #k(mo)|P)? + àì ¡#k(mạ)|P) 
k=]1 k=l] 


< + |z(m)l (4) 
Cho s — œo trong (4) thì suy ra 


Ô lex|P)# < «+ llz(ma)| 


Vậy z € Í„. Cho s —> ©œo trong (3) thì ta dược 


Iz(n)—z||<£ Ym> mạ 
Do đó, z(n) — z trong l;. Mệnh đề được chứng minh. 
Mẹnh đề 3.5 Gọi E = C1([0,1]) là không gian định chuẩn các hàm số 
có đạo hàm liên tục trên [0,1] uới chuẩn 


IIzl= sup |z)|+ sup |z0)| 
tc[0,1] te[0,1] 
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66 
thì E là không gtan Đanach. 
Chứng minh. Cho {z„} là dãy Cauchy trong E, nghĩa là 


sụp |Zn(f) — #m(#)|+ sup |za(f) — zm(£)| —> 0 
tc[{0,1] te[{0,1] 


khi ?n,  — co. 


Thì {z„} và {z/,} là các dãy Cauchy trong C({0, 1]) với chuẩn sup. Do 
C(0, 1]) đầy đủ nên có các hàm số z, ý liên tục trên /0, 1j sao cho 
sụp |#a(£) — z(2)| —> 0 
tc[0,1] 
sup |za(/) — w(£)| —> 0 
t€[0,1] 
khi mm, — co. 


Do z„ có đạo hàm liên tục nên ta có biểu diễn 


t 
sa(1) = #s(0J ~/[ z'(ø}ds V£€ [0Ì (1) 


Cho re —> œo trong (1) và chú ý rằng za và z/. hội tụ đều về z và trên 
[0, 1] thì ta được 


z(£) = e(0) + Ỉ vết d„ (2) 


Từ (2) ta suy ra z có đạo hàm trên [0, 1] và 


#'(t) = w(t) Vte (0, 1] 


: C 
3 ([ l ]) : 


Hơn nữa, vì z'(/) = g(£) Vi € [0,1] nên 


Do đó, |z„ — z|| —› 0 khi n — eo và mệnh đề được chứng minh. 
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Mẹnh đề 3.6 Gọi E = C!1-([0,1]) là không gian định chuẩn các hàm 
Lipschiz trên [0, 1Ì uới chuẩn 


Jz(#) - zữ)| 


llzl| = le(0)| + sup 
tựu — |ÈT— £| 


thì E là không gian Banach. 


Chứng mình. Ta sẽ chứng minh Z đầy dủ với chuẩn trên. Cho {za} là 
dãy Cauchy trong È⁄, nghĩa là 
! Ù 
lzn(#) ~ #m(£) — #n(#) + zm(f)Ì —_ g 
tứt! Ù = £! 


khi rn, na —> œo: 
Suy ra z„(0) —> z(0) với một z(0) € Ơ. Hơn nữa, nếu 0 < £ < 1 thì 


do trên ta có 
|£n(£) — #m(£)“~ #a(0) + zm(0)| 
L2 


— 0 (1) 
khi rm, . —> co. 
—W #m(0) — #a(0) — 0 khi m,mw —> œ nên từ (1) ta suy ra 
|l#a(#) — #m(£)| — 0 
khi mm, — oo. Do đó, có z(ý) € Œ sao cho 
#a(£) — z(t) 

Vậy ta có hàm số z trên |0, 1] sao cho #a(f) —> z(£) với mọi £ € {0, 1]. 

Ta chứng minh z là hàm Lipschitz và za —> # trong È. 


Trước hết, do {z„} là dãy Cauchy nên {za} bị chận, nghĩa là có M.> 0 


sao cho : 
lzaÌ <ÄM Vn>l 


Do đó, với £ # # và m > 1, ta có 
= Ù 
l=() —z()| „ 


lí - #| 
|z() - nÙ - + #n(#')| ER So, - mnẾ )| (2) 
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Vì 


nên từ (2) ta suy ra 


I=Œ) - z()| „_ JzŒ) - za() = zŒ) + zsữ)Ï ¿ 


J2). (4 
|t — £⁄{ = | — #! ) 
Trong (4), cho n —> œ thì được 
e9 =#()| „ w 
|l-#|  — 
Vậy z là hàm Lipschitz, nghĩa là z € E. 
Đã chứng minh z„ —> z‹trong Z, ta chỉ cần chứng minh 
†) —->a( - z(£ AN A4 
vụ BIỔ =a()- =(#)+za()| —ạ 
tứt! lý — | 
vì ta đã có |z„(0) — z(0)| ——> 0 khi m—> ©. 
Cho ¿ # #. Do (2) ta có 
z()É- z6) - z(#) + za()| „ 
| — £'J - 
< Iz) - =mÉ) - #(#) + zø0)|. 
lí — # | 
|#m(f) — #n(f) — #m(') + z„ (HƒÍ 
|# — #!| = 
Jz() — #m) - #(f) + zm(H)| 
< l= í! TT l#n = # ii (5) 
Cho c > 0, ta có mạ > 1 sao cho 
#ø — #m|Ì<« Vm,n > nọ (6) 


Từ (5) và (6) ta có với m,m > nạ và với mọi £ # ¿/ 


EÑ) - za() - z(#) + za(#)| 
li — #! : 
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ll —~#i| +€ (7) 


Cho mm —> © trong (7) thì vế phải của (7) tiến về ‹. Do đó. với mọi 
tứ, ta có 
|#(#) — #n(£) — #(#) + ea(#)| 
lr—#| 


<c Vn Ð nọ 


nghĩa là 
|z(f) — za(f) - z!)+ #zÍ(f )| 
tựu |t — #| 


<£_ Vn > To 


và mệnh đề được chứng minh. 


§3.2 Ánh xạ tuyến tính liên tục 
Cho È và E⁄ là hai không gian véc“tơ trên trường K (K = ]È hay X = C). 
Ta nói ánh xạ 7' : ⁄ —> E! là tưyến tính nếu 
Tị@+) = Tứ) xT(u) Yz,u< E 
T(œz) = œT{(z) Viết Vaec K 


Nếu 7 là ánh xạ tuyến tính thì T(0g) = 0p, trong đố 0g là véc-tơ không 
của È, còn 0g là véc-tơ không của “. Nhưng vì ít khi nhầm lẫn nên ta ký 
hiệu 0 để chỉ chung cho cả hai véc-tơ 0g và 0p. 
| Nếu 7 là ánh xạ tuyến tính thì với z € , ta thường viết Tz thay cho 

T(z). 

Cho 7T' : E —> E! là ánh xạ tuyến tính từ không gian định chuẩn Ƒ vào 
không gian định chuẩn #” trên trường K (K = † hay K = C). Ta nói T b; 
chặn nếu có M > 0 sao cho 


Jfz|| < Mllz|| Yze< È 


Chú ý rằng ||7z|| là chuẩn của 7z trong #7, còn l|z|| là chuẩn của z 
_ trong Ø. Đúng ra, ta phải dùng hai ký hiệu khác nhau cho chuẩn của Tz 
và chuẩn của z. Tuy nhiên, vì rất ít khi lầm lân nên ta vẫn dùng chung ký 
hiệu (không chính xác) trên. 

Mệnh đề 3.7 Cho T : E —> E! là một ứnh rạ tuyến tính. Thì T hiên 
tục trên E nếu uà chỉ nếu T hiên tục tại 0 hoặc nói cách khác, T by chấn. 
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Chứng minh. Giả sử 7 liên tục tại 0. Lấy € = 1, ta có một 7J > Ũ sao chọ 


I|zl| < dẫn tới 
J7z| = I|7z - T0 < 1 


Lấy  € E, ụ s£ 0 về đặt 2 = TÚI thì vì ||z|| = nên 


JTzI < 1 


Nhưng 


= -I\7øl 


I7z|\ = If(rn)ll= 


“|| IPI 


Do đó, 
1 
I7wll < -llel 
? 


Nếu  = 0 thì bất đẳng thức trên vẫn đúng (dấu “=” xảy ra). Vậy T 
bị chặn. 
Đảo lại, nếu 7 bị chặn thì 7 liên tục (thực ra là liên tục đều) vì 


|Tz - Twl| = l|T(œ - #)||< Mll#-— vị Ye.w< E 
Mẹnh đề được chứng minh.D. 


§3.3 Chuẩn tương đương 


Cho là không gian véc-tơ trên trường K (K = R hay K = C). Giả SỨ 
trên có hai chuẩn ||.||¡ và ||.||a. Ta nói hai chuẩn này là tương đương nếu 


có œ > 0 và Ø > 0 sao cho 
alzls < llelh <#lzl» Yze E 


Chẳng hạn, trên Ï#”, các chuẩn 


ÌzlÌi = S - 
ni 
"n 
llzlÌa = 3”|z¡| 
1=1 
z =. 
|zlla TH ¿| 
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vội 


đều tương đương (độc giả tự kiểm chứng diều này). 


Cho È là một không gian véc-tơ và giả sử trên có hai chuẩn ||.||¡ và 
||.||a tương đương với nhau. Giả sử ƒ là một ánh xạ từ # vào Š, với Š là 
không gian mêtríc với mêtríc ở. Thì nếu ƒ liên tục tại z € E đối với chuẩn 
||.||¡, ta cũng có ƒ cũng liên tục tại z đối với chuẩn ||.||;. Thật vậy, lấy dãy 
{2a} C sao cho ||za — z||¿ —> 0. Ta chứng minh ð(ƒ(za), ƒ(z)) —> 0. 


Vì hai chuẩn ||.||¡ và |.||ạ là tương đương nên có đ > 0 sao cho 


lzlli < đl|zlla Vz c E 


Do đó, với mọi n >1 ta có 


lz„ — zl|i < đl|z» — #ÌÌa 


Suy ra ||#a — z||i —> 0. Vì ƒ liên tục tại z theo chuẩn ||.||¡ nên 


ã(ƒ(za)/ƒ(z)) —+ 0 


Vậy ƒ liên tục tại z theo chuẩn |.||a. 


Vậy ta thấy rằng dùng chuẩn tương đương không làm thay đổi tính liên 
tục của các ánh xạ trên E. 


Ta kết thúc chương này bằng một trường hợp đặc biệt của định lý Ascoli 
mà sẽ được sử dụng trong chương sau. 


Mệnh đề 3.8 Giả sử A là một tập con của C([a,b]) saø cho Ä liên tục 
đồng bậc, nghĩa là uới e > 0 bất kỳ, có nạ > 0 (chỉ phụ thuộc uào ) sao 
cho uới z, 1 € [a, Ù] 


llz - || < „ — lƒ(z) - ƒ(0)Ì| <« Vƒc A 
Nếu hơn nữa A bị chặn, nghĩa là có M > 0 sao cho 


sụp |ƒ()|<M Vƒ€A 
zc{a,b] 


thì bao đóng Á của A là compắc (ta định nghĩa A= AU4', trong đó A! 
là tập hợp các điểm tụ của A). 


Trước hết, ta chứng minh bổ đề sau 
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Bồ đề. Cho (E,ô) là không gian mêềtríc uà B C b. Nếu 1Ð dâu trơng B 
đều chứa dấu con hột tụ uề một phần tử của E thì bao đóng B của B lạ 
cormnpắc. 
Chứng minh bồ đề. Nhác lại, ta dịnh nghĩa bao đóng của B là B _ 
BU”,, với ' là tập hợp các diễm tụ của Ö. 

Cho {z„} là một dãy trong . Ta chứng minh {zn} có dãy con hội tụ 
về một phần tử của Ö. 

Thật vậy, với mỗi n, do z„ thuộc bao đóng của Ö nên có 2 € B sao 
cho 

GUêu; ai) < 


3| 


(nếu z„.€ Ö thì ta lấy y„ = z„, còn nếu z„ € Ö' thì z„ là điểm tụ của B 
và do đó có „ € như trên) 


Nay {øa} là dãy trong Ø và do đó có dãy con {z„,} hội tụ về  € E. 


Ta chứng minh za, —>‹. Thật vậy, ta có 


1 
DI uy) < ô („# n,) + ô(ta„, 1) < nụ + Ô(⁄n„, 1) 


Cho k —> œ thì suy ra ô(zn,, 1) —> 0 nghĩa là #n, —* U. 


Ta chứng minh ÿ € . Giả sử ngược lại, y£ B. Thì uợý BvàygB' 
Suy ra có quả cầu mở tâm không chứa phần tử nào của B. Điều này vô 
lý vì dãy con {z„,} C hội tụ về g. 


Vậy y € và bổ đề được chứng minh. 
Nay ta chứng minh mệnh đề 3.8. 


Chứng minh mệnh đề. Cho {ƒ„} là một dãy trong 4. Gọi 7 Íà tập hợp 
các số hữu tỷ trong (a, ủ] thì D đếm được và có He BA _: 


Với k = 1, {fn(w¡)} là một dấy số bị chặn trong Œ và do đó chứa một 
dãy con hội tụ {ƒfa(ì)} 


/H1(), fa(0ì),... 


Lý luận tương tự, {ƒn 1 (9a)} 
ta có một dãy con {ƒa } của dã 
trong C. 


chứa dãy con hội tụ {fa.2(a)}. Tổng quát. 
M 1n Ke1] Sao cho dãy số Xin k(+)} hội tụ 
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Đặt ơn = fam thì với mọi z € D, {g„(z)} là một dãy số hội tụ (nhớ 
rằng D = {x}). Ta chứng minh T= là dãy Cauchy trong C({a, ð]). 


Chó ‹ > 0. Vì A liên tục đồng bậc nên dãy {øa} cũng liên tục đồng bậc 
[HH vì Do đó, có ? > 0 sao cho với z ,€la,b] và với mọi m > 1 


|£ — | < ạ — løa(#) — øa(w)| < ; 


Với zC D, gọi J(z,n) là khoảng mở tâm z, bán kính ? thì 


[a,ð]C |J J(z,n) 


œc€D 
Theo Định lý Heine-Borel-Weierstrass có zị,za,...,# € D sao cho 
[a, j] Ji dí (z,T J') +|]J(eu,) 
Do các dãy số {ø„(z;)} (7 =(1,2,:..,k) hội tụ nên tồn tại nọ > 1 sao 


cho 
|Øn(#;) — øm(2;)| < - €Vưến > nạ Y7 = 1,2,...,È 


€3 | m 


(chú ý rằng mạ chỉ phụ thuộc vào c) 


Với mỗi ÿ € [a,], tồn tại z; € D sao cho y € J(#;,n). Thì với mọi 
Tn, 2 nạ ta có 


l8n(9) = đn(2;)| < 


|đm(W) — 8m(#;)|  < 


C2 | m C2 | m G2|m 


|øa(#j) — Øm(#;)|` < 


Suy ra với mỌi rn,7› > Tụ 


løn(#) — øm(9)| < løn(9) — Øa(;)l+ 
+|øn(#;) = đm(#j)| + |Øm(#;) — 0m(9)| 
HH 


Vì bất đẳng thức trên đúng với mọi 1 € [a, 6] nên 


Íø„ — đm||= sup lớa(#) — đm(9)| << Vm,n >3 nọ 
€[a,b] 
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Vậy {g„} là dãy Cauchy trong C(Íø,b]). Vì C([a,b]) đầy đủ nên có 
ø € C({a,b]) sao cho gạ —> g trong C({a, b]): Nhưng {ø„} là dãy con của 
{f2} và do đó mệnh đề được chứng minh. 
CHÚ Ý: Trong chứng minh, ta chỉ cần giả thiết là với mọi z € {ø,ð], tập 
hợp : 

{7@)/ƒ<4} 

bị chặn trong Œ mà không cần giả thiết A4 bị chặn đều. Do đó, mệnh đề 3.8 
là trường hợp đặc biệt của định lý sau 
Định lý 3.1 (Ascoli) Cho A là một tập con của C(K) uới K là không 
gian mnêtríc cornpác. Nếu A liên tục đồng bậc uỏ uới mốt z € A, tập hợp 
{ƒ(œ) /ƒ € A} bị chặn trong C thì bao đống Ä của A là compốc trong 
C(K}. 


Chứng minh. Phần chứng minh của dịnh lý về cơ bản là tương tự với 
Mệnh đề 3.8. Ta chỉ cần chứng minh thêm rằng nếu là không gian mêtríc 
compác thì X chứa một tập con đếm được 7 sao cho 2 = đi 


š : K. š : 
Thật vậy, với mỗi n > 1, hộ quả cầu mở {B(z,—)}zex tạo thành phủ 
mở của K. Do K compáắc nên ta có thể trích ra phủ con hữu hạn 
& 1 
KcC Bœ?.—) 


1=] 


Đặt D„ = {z?.z?.....zz } thì Da là tập hợp hữu hạn và do đó 


là tập con đếm được của X. Ta chứng minh D = K 
Lấy B(z,r) là quả cầu mở trong X. Chọn n đủ lớn sao cho L vø» thì 
n 


ñ } ý 
theo trên, có một #? € Dạ sao cho z € B(z?, —). Suy ra ô(z†,z) < r, nghĩa 
T .. : 
là z? € B(z,r). 


Vạy B(z,r)ƒ\D # 9 và do đó D=K. Định lý dược chứng minh.D 
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Chương 4 
HAI ĐỊNH LÝ ĐIỂM BẤT ĐỘNG 


Cho T : Á — A là một ánh xạ từ một tập 4 vào chính nó. Điểm z € Á 
được gọi là điểm bất động của T nếu Tz = z (ta viết Tz thay cho 7(z)). 


Bồ đề. Cho (E,ô) là một không gian mêtríc đầy đủ và T : E —> b là 
một ánh rạ co từ E uào E, nghĩa là cớ œ € (0,1) sao cho 


ð(Tz,Tụ) < aœỗ(z,u) Vz,ucE 


Thì T có điểm bất động duy nhất z. Hơn nữa, nếu zọ là một điểm bất 
kỳ của E uà {ta} là dãy trong E xác định như sau: 


= in. .ó nñn=1,2... 


thi 


ỗ(z„,z) 4 
(za.z) < 


Chứng minh. Lấy zọ € È và đặt 
#„ = Tza-;y n CWQWEP.. 
thì {z„} là dãy Cauchy trong È. 
Thật vậy, với mọi & > 2 


ỗ(#k,#k—1) = ô(T#k—t, T#k—2) € œỗ(#—1,#—2) 


Ấp dụng bất đẳng thức trên nhiều lần liên tiếp thì ta được 


ô(zk,#v—1) < œ*~}ð(#, #o) 


Do đó, với mm > m ta có 


Ô(#m, #n) < ỗ(#m; #m~1) + Ỗ(#m—1› #m—2) S302 Do ð(#n¿1yEn) 
< lam^1 +- „m~2 SE bê: + a")ð(#i,#o) 
< a"(1+a+a?+-:-)Š(#u,#n) 


n 


ỗ(Z, Z0) 
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Vậy với mm > n thì 


ơr" 


ð(#n, #m ) & ô(z, z0) 


l—ø 


và do œ* —> 0 khi œ — co, ta có ổ(#a; #m) — 0 khi rm, , —> ©O. 


Điều này chứng tỏ {z„} là dãy Cauchy trong E. Vì E đầy dủ nên có 
œ € E sao cho z„ —› z. Ta chứng minh z là diểm bất động của 7. 


Thật vậy, do 7 là ánh xạ co nên 7 liên tục trên # (thật ra T liên tục 
đều). Do đó, Tz„ —› Tz. Mặt khác, dãy {z„+¡} là dãy con của dãy {z„} 
nên ta cũng có z„„¡ —> z, nghĩa là Tz„ —> z. Do tính chất duy nhất của 
giới hạn, tả có 7z => z, tức z là điểm bất động của T. 


Nếu z' cũng là điểm bất động của 7, nghĩa là 7z' = z/ thì 
ð(z!,z) = ð(Tz!,Tz) < að(z', z) 
và do 0 < œ < 1 nên ta phải có ỗð(z',z) = 0, nghĩa là z“ = z. 


Cuối cùng cho mm — oo trong bất đẳng thức 


ơœ" 


ỗ(#n, mm ) ca 1 ~0(i;2o) 


thì ta được 


Tt 


ð(#n,#) < +—=ð(s6#o) 


và bổ đề được chứng minh. 


Bất đẳng thức (*) trong bổ đề cho ta thấy điểm bất động z của T có 
thể được xấp xi bằng dãy {za} với sai số được đánh giá là 


n 


,œ 
ỗ(#n, #) < 1— s0 (#t, #0) 


Do đó, sai số giữa z„ và z hội tụ về 0 và tốc độ hội tụ của dãy {za} 5ê 
càng lớn nếu hệ số co œ của T' càng nhỏ. 


Định lý 4.1. (nguyên lý ánh xạ co) Cho E là một không gian mêHí(C —. 
đầy đủ uà T : E —› EÈ là một ánh rạ sao cho T* là nh ra co uới một | 
k>1. Thì T có duy nhất điểm bất động z. Hơn nữa, nếu xạ là một điểm — ` 
của E uà ta đặt #„, = Tz„_\ thì 


1=... (+) 
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Chứng mình. Do bồ đề, T* có điểm bất động duy nhất là z, nghĩa là 
T*z — z. Suy ra 
T**!> — T(TÈ*z) = Ta 

và do đó T*(Tz) = Ta. Vậy 7z cũng là điểm bất động của T*. Do z là 
điểm bất động duy nhất của T# nên ta có Tz = z. nghĩa là z là điểm bất 
động của T: 

Bất đẳng thức (++) suy ra từ bất đẳng thức (+) của bỏ đề với chú ý là 
ta thay T trong bố đề bởi 7*. Định lý dược chứng minh. 


_ Nguyên lý ánh xạ co là một kết quả quan trọng trong giải tích. Ta đưa 
ra một ứng dụng của nguyên lý này. 


Cho ƒ : [0, 1] x [0,1] < Ä và o: [0,1] —> # là các hàm liên tục. Ta 
tìm hàm œ liên tục trên [0, 1] saø cho ư là nghiệm của phương trình tích 
phân 

tị?}= )+ Ƒ, ƒ(t,8)u(s)ds  t€ 0.1] 


Gọi E = Cp(Í0,1]) là không gian Banach các hàm liên tục trên (0, 1] 


với chuẩn 
lui = sup |ửf)| 
tc{0,1] 
Với uc E thì hàm số œ(£) trên (0, 1] xác định là : 
t 
— lI ƒ(t,s)u(s) ds  t€ [0,1] 
0 
liên tục trên [0,1] và do đó thuộc È. 


Thật vậy, với ¿,£” € (0, 1], ta có 


(£) — 9= Ƒ ƒ(t,s)u(s) đs — F je.s)409) đs 
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Do đó, 


lø(#) — œ)| < 
í sì - ƒf(t!s 8 !ø)| |u(s)| đs 
< Iƒ(,s) — ƒ(#, s)| le( )I4s+ Ƒ |ƒ(, s)|lw(s)| 


: í 
< lim] [ I/(,s) ~ /,5)|# + I8! 


trong đó 
lIfll= sup { |ƒ(, s)| / (t,s) e [0, 1] x Í9› 1]}< +œ 
(nhớ rằng ƒ liên tục trên tập compắc [0, 1] x [0. 1])- 


Vậy ta chỉ cần chứng minh ." 


rà |ƒ(f,s) — ƒ(,s)| ds —> 0 


khi £ — ¿. 
Thật vậy, cho e > 0. Do ƒ liên tục trên tập compác [0, 1] x [0,1] nên ƒ 
liên tục đều. Do đó, có 7 > 0 Sao cho 
Il(#,s') - (#,s)ll< ø = lƒŒs)- ƒŒ.s)| < 


trong đó 
I(ứ.⁄) — (6,s)ll= V.— #9? + (s.=s) 


Nay nếu |f' — f| < ' thì với mọi s 
|. 8) ” (t, s)|| = |# = À <TỊ 


Do đó, nếu ¿,£' € [0, 1] sao cho |#' — #| < nạ thì 
[ƒ(, 3)— ƒ(t,s)Ì|<«  Vse€ [0, 1] 


Điều này dẫn tới 


1 
lÍ If(f,s) — ƒ(t,s)| da < ‹ 


Vậy +0 là hàm liên tục. 
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Tiếp theo, với mỗi ứ € , ta định nghĩa 7 là hàm xác định trên (0, 1] 
như sau: 


Tu(t) = 0(t) + ': ƒ(t,s)u(s) ds — + € [0,1] 


Vì » và œ liên tục nên Tư = 0 + qụ cũng liên tục. Vậy 7 là ánh xạ từ E 
vào E. Ta chứng minh có È > 1 sao cho T* là.ánh xạ co (do đó 7 có điểm 


bất động duy nhất là , nghĩa là phương trình tích phân đã cho có nghiệm 
liên tục duy nhất u). 


Trước tiên, bằng quy nạp, ta chứng minh rằng 


Én 


taT—1 


».‹ ˆ gú mì la—1)... [(H\, 5)(s) ds đíy... đa — ¡ 


lAh 
< lI/I* ^ Ilal (1) 
nị 
Với rx = 1 thì ta có 


LỆ  ƒfh.s)e(s) de] < ƒ” Ân, s)Ila(e)ids < li li 
0 0 


Giả sử (1) đúng với n, nghĩa là 
ta tn—1 tị 
Ỉ Ị ` ƒ(tai ta—t)-..ƒ(Hh, 5)() đe dÉy<<-dEa_ ¡ 
0 20 0 


số 
< li/I* 2 lai 


Thì 


lA j s4) ' ƒ(fa+a, ta)...ƒ(h, s)(s) ds địt...đia 
< Í ˆP |/0+a,®a)IIlfIP 2 _ 'Ilelldta 
0 
và sết ệ _=_ 


=l//I**' #thmlel 


(ø+ 1)! 


Vậy (1) đúng với n + 1. 
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Nay với ư và œ là các phần tử của Z, bằng cách đặt 0 = u -— tu, ta có 


` 


!Tku(t) - T“w(f)Ì = 


| k Xung tì S _.. ke | 
= lÍ [ ` ƒ(t,tx—¡)...ƒ(1, #)9( ) ds đín tự „ | 


k 
< li/I# „le 


< l/I yịị < LẾP Iw - Ị 9) 


Vì (2) đúng với mọi ¿ € [0, 1] nên 


|T*u - 7*w|| < tụ llu — #| (3) | 
k || IIko 
vị lÊƑ —> 0 khi &— œ nên có kọ > 1 sao cho n <1 
° t0- 


kọ 
Đặt œơ = _ thì œ € (0,1) và (3) trở thành 
|T*°u - T*8|| < a||u=l| <Wu,w € E 


Vậy T9 là ánh xạ co.L] 
: + 
Một định lý về điểm bất động quan trọng nữa là định lý Schauder: 


Định lý 4.2. (định lý Schauder) Cho X là một tập cơn lồi, đóng của | 
ruột không gian Banach 0ò T : K —› K là ánh rạ liến tục sao cho bao ` 
đớng T(K) của T(K) là compắc. Thì T có ít nhất một điểm bất động: 


Một tập con X của không gian véc-tơ dược gọi là !ồ¿ nếu với mọi 
z,€ K và với mọi œ € [0, 1], ta có 


œ+(1—- œ)€ K 
Chẳng hạn, quả cầu trong không gian định chuẩn là một tập lồi: 


__ Ta không chứng minh định lý này mà thay vào đó, ta dưa ra một Ý"ổ 
dụng của nó. 
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Xét phương trình tích phãn 


1 
®(t) = lị f(,#(3))ds tẹc [0, 1] 


trong đó ƒ : |0, 1] x R —— ## là một hàm liên tục. Ta chứng minh phương 
trình tích phân này có nghiệm liên tục z trên |0, 1). | 


Ta có thể giả sử 


sup { |ƒ(,z)|/0<#<1,|z|<1}<1 


Gọi K là quả cầu đơn vị đóng trong C(Í0,1]), nghĩa là K chứa mọi 
hàm số thực z liên tục trên [0, 1] thoả 


llzl|= sup |z)|<1 
t€{0,1] 


Thì X là tập lồi đóng của không gian Banach Œ p(0, 1]). 


Với z C K, ta định nghĩa hàm số Tz xác định trên (0, 1] như sau 


Tz(£) = R ƒ(,z(s))ds t€ [0,1] 


Ta chứng minh 7z là hàm liên tục trên [0, 1]. 


Thật vậy, với ứ, £' € [0, 1], ta có 
1 
Tz(8) - Tz()|< / _|ƒ(,(s)) ds — ƒ(P,z(s))| đs 


Với c > 0 cho trước, do ƒ liên tục trên tập compắc I0, 1] x{[—1,1] nên 
ƒ liên tục đều. Do đó, có ? > 0 sao cho với (#;#) € [0,1] x [—1,1]“ và 
(f,z!) € [0,1] x [—1, 1] | 
|(¿,z) — (#,z')|| < = lf,#) - ƒ,#)| < s 
trong đó 
I(t,z) - (,#)||= Vứ- #)®+ œ- z3} 


Vậy với £-# € [0,1] sao cho |é — #| < + thì 


|/(#,z(s)) - ƒ(.z(s))| <« Vs € [0,1] 
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(để ý rằng —1 < z(s) < 1 Ys € [0,1] Yz € K) 


Suy ra với ¿, # € [0,1] sao cho |£ — #| < „ thì 
1 
li Iƒ(,#(s)) - ƒ(,#(s))| đs € é 
0 - 


và do đó : 
ITz(#) - Tz(f)| < s 
Vậy Tz là hàm liên tục trên [0, 1]. 


Hơn nữa, trong chứng minh trên, ta thấy r chỉ phụ thuộc vào « mà 
không phú thuộc vào z € K và ¿, # € [0,1]. Do đó, T(X) liên tục đồng bậc 
và kết quả này sẽ được sử dụng trong phần tiếp theo. 


Ta lại có 


Ifz0NI < ƒ 1w) ds|<1 Ví€[0,1] Ve€ K 


Suy ra 
JTz|| = sup Ƒ'zứNHÑ<Ã vrcK 
te{0,1] 
Từ các lý luận trên, ta suy ra 7 là ánh xạ từ l( vào X. 


Tiếp theo, ta chứng minh 7 liên tục trên X. Với z,z-€ KÝ, ta có 


1 
ITz() — 7z(0|I< Í |f(z(s)) ~ ƒ,z(s)]| 4ã 


Cho c >0. Lý luận giống như trên, ta có  > U sac cho với #,#€ K 


mà 
le - #ll = sô hắn, — #(s)| < n 


3 , 


- thì 


|ƒ(t,z(s)) = ƒ(t,#(s))| < Vi € [0,1] Vs e |0, 1] 
Do đó, với z, # € K sao cho ||# — #|| < ', ta có 


Ifz() = T#()| <«_ Vte [0,1] 
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Suy ra, nếu z, # € K thoả ||z — #|| < „ thì 


|Ts - Tz|| < ‹ 


Vậy 7 là ánh xạ liên tục từ K vào K, 


Đẻ áp dụng được định lý Schauder, ta còn phải chứng minh T() là 
rập compắc. Theo Định lý Ascoli, điều này tương đương với 7(K) liên tục 
đồng bậc và bị chặn trong M:Ì 1]). Nhưng ta dã chứng minh trên đây là 
T) liên tục đồng bậc và hơn nữa, T(K) bị chặn vì T(K) C K với K là 
quả cầu đóng đơn vị. Do đó, theo Định lý Schauder, 7 có điểm bất động 
trên , nghĩa là có # €'K sao cho Tz = z. 


Vậy tồn tại một hàm liên tục z trên [0, 1] sao cho z là nghiệm của phương 
trình tích phân 


}= (§ ƒ,Z£(s))ds te [0,1] 
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BÀI TẬP CÓ HƯỚNG DẪN 


1. Chứng minh rằng mọi khoảng mở trong # đều chứa một số vô tỷ. Từ 
đó suy ra 


() Nếu z là một số vô tỷ thì có dãy số hữu tỷ {za} hội tụ về z 
(1) Nếu z là một số hữu tỷ thì có dãy số vô tỷ {z„} hội tụ về z 


Hướng dẫn: Với a,b là các số thực sao cho a < ở thì có một số hữu tỷ z 


sao cho 
a—=V2<z<b-V2 


và do đó số vô tỷ z + v⁄2 thoả a < z + 2 < b. 


| _ | l-... 
Nếu z là số vô tỷ, lấy z„ là số hữu tỷ nằm trong khoảng (z — Mong =S 


3B 


còn nếu z là số hữu tỷ, lấy z„ là số vô tỷ nằm trong khoảng (z — _. z+ ¬)- 
2. Chứng minh rằng ta có thể viết tập hợp các số hữu tỷ Q thành dãy 

| 21s2Zo,. vn... 
nhưng không thẻ viết Q thành dãy tăng, nghĩa là 

¬".....x./ 
Hướng dấn: Q đếm được và tuoi khoảng mở trong # đều chứa một số hữu | 
tỷ. | 
3. Cho {z„} là một dãy số thực dương hội tụ về 0. Chứng minh rằng có 


võ số chỉ số m‹ sao cho 
đự„ < da Vm > m 


Hướng dãn: Với k € N, đặt 
nụ = max{n € Ñ /a„ > xì 
thì đ„ < an, V?m > Ty 
4. Cho z là một số thực, chứng minh rằng có duy nhất một số nguyên ?7 


sao cho 
mnn<zœ<m+]1 
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và có duy nhất một số nguyên ø sao cho 


TS z<n + ] 


Hướng dẫn: Xét 
A={k€Z/k<z} 


5B={kcZ/k<z} 


thì A và Ö là các tập con khác trống, bị chặn trên của #. Đặt zn = sup 4 
và n = sup B, chứng minh mm € A và n€ B. 


5. Cho 1, đ¿,.<., đa là ro số thực, chứng minh rằng 


Á = {01;da,..-, an } 
là tập đóng trong # và không có tập mở nào chứa trong Á. 
Hướng dẫn: Với z ø A, chọn 
n = min{ |# — œ|,|# — 4a|,...,|# — øa| } > 0 


thì (z,r) C R\ A và dùng tính chất mọi khoảng mở chứa vô hạn không 
đếm được phần tử. 


6. Chứng minh rằng không có tập mở nào của †‡ chứa trong Ý hoặc trong 
?\Q. 
Hướng dẫn: Xem bài 1 và hướng dẫn của bài 5. 


7. Cho A = {z„} là một dấy số thực. Chứng minh rằng không có tập mở 
nào của chứa trong A. 


Hướng dãn: Xem bài trên. 


8. Nếu A là một tập không mở (không dóng) trong †‡ thì A có là tập đóng 
(mở) trong không? 


Hướng dẫn: Lấy A = [0,1) thì 4 không là tập mở mà cũng không là tập 
đóng trong 


9. Cho {a„} là một dãy số hội tụ về ø và c, d là các số thực sao cho c < d. 


(Ú) Giả sử ø„ > e Vn > 1, chứng minh rằng a > e. Nếu an > e Yn > 1 
thì có nhất thiết là ø > e không? 
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` — : d 
(ii) Từ đó, suy ra rằng nếu đ„ € {©, d] Yn > 1 thì ø € [c, đ] 


Hướng dân: 


(¡) Nếu a < c thì dùng định nghĩa giới hạn cho dãy số {an} với e = 


(ii) Nếu a„ < d Vn > 1 thì đ— a„ > 0 Vn > 1 và d— da —> đ—d. Do 
(i) nên suy ra d — a > 0, nghĩa là a < đ 


10. Cho k C , chứng minh rằng 


() S*& ”1)k nh = kìm 


Tr—rn 


(H) Ñ á„k~m< kÌT với a„ € {0,1,...,E — 1} 


T:i—=rrt 


Hướng dẫn: MS: đẳng thức ¬ | Ly; “m¬ 

11. Cho (E,ð) là một không gian mêtríc và 4 C È, z € E. Ta nói 
là một điểm đính của A nếu với mỗi r >0, ta có 8(z,rz)(\ÌA # 0 
z là một điểm trong của A nếu có “ >0 sao cho B(z,r) C A. 


là một điểm biên của Á nếu z là điểm dính của A và z là điểm dính 
của E\ A. 


Tập hợp các điểm dính của A được gọi là phần dính (bao đớng) của A 
và được ký hiệu là A. 


Tập hợp các điểm trong của A được gọi DỆ phần trong của. A và được 
ký hiệu là ñ, 


Tập hợp các điểm biên củ I là biên củ 
h- k ợp các điểm biên của 4 được gọi là biên của 4 và được ký hiệu 
Chứng minh rằng 
() 4= AU4/, với 4! là tập hợp các điểm tụ của A 
A là tập đóng tr b 
(ñ) p đóng trong và là tập đóng nhỏ nhất trong E chứa A 


(11) " là tập mở trong È/ và là tập mở ` nhất trong Ƒ chứa t A 
ứa trong 
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6v) 49= (E4)? 42= An(ŒN 4) và E =ÄU4*U(8\ 4) 

(v) 4" là tập đóng trong E và 4 đóng nếu và chỉ nếu Á* C A 

Hướng dẫn: 

_ () Dùng định nghĩa 

(¡) Lấy dãy {za} CA sao cho #n — #. Do #„ € Á nên có.ÿ„ € Á sao 
cho ổ(s, n) < SẺ Suy ra a¿ —>› z và do đó z€ Â | 
Giả sử 4 CB với B đóng. Ta chứng minh A4 C B. Lấy z € Ä thì 
Môn {zn}C A hội tụ về z. Thì {za} CB và vì B đóng nên ta có 


(ii 


`— 


Lấy z CA thì theo định nghĩa có r > 0 sao cho B@@,rn)C A. Vì BQø,?) 
là tập mở nên suy ra B(z,) CA 


Giả sử B C A với B là tập mở: Ta chứng minh B CẢ. Lấy z € B 
thì do mở nên có z > 0 sao cho B(z,r) C B. Suy ra B(z.r)C A 
và do B(z,r) là tập mở nên Ö(z;r) Hộ 


(v) Dùng định nghĩa 
(v) Dùng (iv) và dùng tính chất A đóng nếu và chỉ nếu Á'C A 
12. Cho (E,ô) là một không gian mêtríc và ta diyể nghĩa 
d:ExE — [0,+oe) 


ð(z, 9) 
d(=.u) = 1+ð(z,9) 


Chứng minh (E, đ) là không gian mêtríc. 


Hướng dẫn: Chỉ cần kiểm chứng bất đẳng thức tam giác được thoả. Lấy 
t,U,z€ b. 


Nếu ô(z,) = 0 thì đ(z, ) = 0 và do d là hàm không âm nên 
d(z,) = 0 < d(œ,z) + đ(z, ) 


_ Nếu ð(z,y) > 0 thì vì ð(e,g)*< ð{e, z) + ð(z, y) nên 


1+ð(z,9) =_ h 
(z9) —- “* 3.) | 
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1 
> 1 3)+ð(z.9) 


ô(z, z) + ỗ(z, 9) 


Š(=2) _ _ ô(z,z) h ô(z,) 
1+ổ(z,) ” ð(z,z)+ð(zy)+1  ô(,z)+ô(z,) +1 
ỗ(z, z) ỗ(z,9) 
ð(z,z)+1  ô(z,y)+1 


LA 


Vậy trong trường hợp này, ta cũng có đ(z,) < đ(z,z) + d(z, y) 
13. Cho # là tập hợp khác trống và ô : E x E —> R thoả các tính chất 
() ô(=,)>0.Vz,u€c E 
ð(z,) =0 —z= 
(1) â(œ,w) < ô(z, z) + Â(Đ,zJ” Yz,y,z cb 
Chứng minh rằng ỏ là một mêtrÍc trên ,. 
Hướng dẫn: Chỉ cần kiểm tra tính chất ô(z,1) = ô(w,z). Với z,ụ € E, sử 
dụng giả thiết (ii) và (¡) với z =z - 


ô(#, 1) < ð(,+) + ð(,z) = ô(, z) 


Đổi vai trò của z và ¿ trong bất dẳng thức trên thì có ô(w,z) < ð(œ, 9): 
Do đó ð(z,1) = ô(,#). 
14. Cho (¿,ð;) ( = 1,2,... ,m) là không gian mêtríc; 


(0) Đặt 
d:Eị)x lịạ —> R 


đ(z, 9) =_ min{l,ôi(z,w)} 
Chứng minh rằng đ là một mêtríc trên Hj. 
(ñ) Đặt # = bị x lạ x--- x Bạ và dị: Ex B —) R với 
dị(X,Y) = VôŸ(6ttì) + ổŸ(es, ya) + --- +- ð$(a, va) 


dạ(X,Y) max {ổt (1, 9ì), ð2(%3,2),... ,ốa (#m; ta) } 
dạ(X,Y) — ỗ1(Z1,1) "† Ö2(#2, ta) +! SE Ôn(#n› tra) 
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với X = (Z\,#1,..., #a), = (U1,02,.... tạ). 


Chứng minh rằng (E, d,) 


„# = 1,2,3 là không gian mêtríc. 
Hướng dẫn: 


(1) Với z,y,z € Eị thì áp dụng bất đẳng thức tam giác, ta có 


mn {l, ởi(#,9)} <  min{1, ở(z,z) + ô(z, w) } 
Š_ min{I, ổ¡(z,z) } + min {1, ổ¡(z,)} 


(1ñ) Đã chứng minh đ; là mêtríc trên b, ta cần sử dụng bất đẳng thức 


1ã. 


() Cho (X,ð) là một không gian mêtríc. Chứng minh rằng B(a,r) C 
B(a,r) với B(a,r) là bao đóng của B(a,r) (xem bài 11) 


(ñ) Cho X là một tập hợp có ít nhất hai phần tử. Xét metríc ô: Xx X — 
# với 


_ J 1 nếu œ=yw 
5=) = nếu z 


Chứng minh Ö(a,1) # Ö'(a,1) Vac X. 


(ii) Lấy X = ” với mêtríc 


ỗ(z,) = v (&i — 9u)? + (#3 — 9)® + + + (#n — ga)? 


trong đó #®= (#i,Z2,. sơ 'G): UÙ—= (1, 12; - .. › Un) 


Chứng minh rằng B(a,r) = B(a,r) Vac T°. 


Hướng dẫn: 


() Lấy zc B(ø,z) thì có dãy {za} C B(a,r) hội tụ về e. Vì ð(z„,a) < 
" Vn > 1 và ô là hàm liên tục nên suy ra ð(#,ø) < r, nghĩa là 
#€ B(a,r) 
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() Đề ý rằng B(a,1) = {a} và tập hợp chỉ Liêm một phần tử là đóng 
trong X nên B(a,1) = {a}. Tuy nhiên, Đ/(ø, 1) = * 


(ii) Chỉ cần chứng minh (a,r) C B(œr). Lấy z € Pf(a,r). Nếu 
ổ(z,ø) < 1 thì z € B(ø,r) C B(a,r), còn nếu ð(#,a) = 7 thì dãy 
{za} C B(a,r) với : 


zạ =a+(1— —)(# — 8) 


————— 


hội tụ về z. Do đó z € B(a,r) 
16. Cho k >1 là số nguyên. Đặt 


A={m/nề 1,.m.> 0, rn < kh} 


Chứng minh rằng 


(i) Với mỗi z € [0,1] và với mỗi ø > 1, tồn tại mm > 0 sao cho 


(ñ) 4 = [0,1] 
Hướng dẫn: Chia đoạn [0, 1] thành k" doạn bằng nhau. 


17. Cho k > 1 là một số nguyên. Chứng minh rằng với mỗi z € [0,1], có 
dãy {z„} C {0,1,...,& — 1} sao cho | 


co 
_I= `, IV “ĐÀO 
n=l1 


(khai triển z theo cơ số È) 
Hướng dấn: Theo bài trên, với mỗi  > 1, có mạ, > 0 sao cho 


Tri Tnạ + Ì 
KŠ?<~m— 


và đặt 


18. Cho {za} là một dãy trong không gian mètríc (E, ổ). Chứng minh rằnổ 
{z„} hội tụ nếu và chỉ nếu các dãy {zan}, {#an++}, {za„} hội tụ. 
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Hướng dấn: Giả sử các dãy {#z¿n}, {#zn+i}, {za„} hội tụ. Để chứng minh 
dấy {za} hội tụ, ta chỉ cần chứng minh hai dãy {zz„} và {zsn+i} có cùng 
giới hạn. Xét các dãy {zsn} và {zenxs}. Dãy {z¿„} là dãy con của hai 
dãy {#zn} về {Zan}, do đó hai dấy {zz„} và {zs„} có giới hạn bằng nhau. 
Tương tự, dãy {zøsn+3} là dấy con của hai dãy {z¿„„¡} và {za„} nên các 
dây {s2o4], (=ạy} số cũng giới hạn, 


19. Trong #, thiết lập một dãy {z„} không hội tụ mà các dãy con {#pn} 
với p > 2 đều hội tụ. 


Hướng dẫn: Đặt 


tự 


20. Tìm một tập con 4 của # sao cho 


nếu ?ø là số nguyên tố 


nếu z không là số nguyên tố 


33 


().A chứa đúng một điểm tụ 

(1) A chứa đúng k điểm tụ 

(1i) A chứa vô số đếm được điểm tụ 
Hướng dẫn: 


() Lấy A={ /n>1) 
lúi'Táy:4<f* ganfu 33: 0< s.</k<Ù) 
n 


- 1 
(Hi) Lấy A = {— +m /m 3 1, mm > 0} 
Tì 
21. Cho k > 1 là một số nguyên và đặt 
Œ ={z= 3` znk—" / za là số chắn và 0 € #a < k— 1} 


n=L 


Chứng minh rằng có một cách biểu diễn như vậy cho mỗi phần tử của 


Hướng dẫn: Giả sử z € € có hai cách biểu diễn khác nhau 


œ Go 
3 ) _ ) / —n 
n=l n=l 
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f -ẮỒ 3 l4 
Gọi nọ là số nguyên nhỏ nhất sao cho #aạ ⁄ Znạ (giả SỬ #nẹ > #n,). Thì 
co œ 
 ' ca 
T:=rto T;=Tt0 : 


Suy ra 


(Ea, —#p„)k 9 = À, (n—#n}R”- 


Do đó z„¿ — zj„ <1 và điều này vô lý vì #nẹ — #nạ È 2 


22. Cho E là một không gian mêtríc và 4 là tập con khác trống của E, 
Chứng minh rằng hàm đặc trưng xA của A xác định là 


_ J l cnếuz€A 
xA(#) = 0 nếuz£A 


liên tục trên nếu và chỉ nếu A là tập vừa đồng vừa mở trong È. 


Hướng dẫn: Giả sử xa liên tục trên È. Thì ta có 4 đóng và Á= V. ({1}) 
và mở vì E\ Á = x4' ({0}). Đảo lại, nếu 4 vừa mở, vừa đóng trong E thì 
với Ƒ là tập mở bất kỳ trong #, ta có 


b nếu 0€ FƑ và lc#Ƒ 

= A nếu 0ø F và1€ Ƒ 
1 —— * 

Xa Œ)= Ý B\A nếu 0€ F và Lý Ƒ 

0 nếu 0 ø Ƒ và lợ Ƒ 


23. Cho ƒ : Ø —> Ƒ' là một ánh xạ từ không gian mêtríc E vào không gian 
mêetríc F và A là một tập mở trong E. Chứng minh rằng ƒ|x liên tục tại 
z€ A nếu và chỉ nếu ƒ liên tục tại z. Hơn nữa, chứng tỏ rằng điều kiện A 
là tập mở không thể bỏ được. 


Hướng dẫn: Nếu ƒ liên tục tại z € A thì hiển nhiên ƒ|a cũng liên tục tại 
z. Đảo lại, giả sử ƒ|a liên tục tại z € A. Do A là tập mở và z € 4 nên ©° 
>0 sao cho B(z,n) C A. 
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Lấy {na} là dây trong ' hội tụ về z thì ø„ € B(ø,z) C A với n đã lớn 
Do đó, z„ € 4 với mø đủ lớn và T#n ——> # trong A. Do ƒ|a liên tục tại œ tiên 
suy ra (ƒ]A)(#n) —* ƒlA(#), nghĩa là ƒ(z„) —; ƒ(s). mm 


Lấy E = F = R, A-= Q 


và ƒ = xọ thì ƒ liên t trê 
liên tục trên T. Q !ãì ƒ ục trên Q nhưng không 


24. Cho Á và % là hai tập con đóng trong không gian mêtríc #/ sao cho 
b = AU?. Giả xe Ƒ là ảnh xạ từ không gian mêtríc È vào không gian 
mêtríc ?. Chứng minh rằng nếu ƒla và ƒ|p liên tục thì ƒ liên tục. 


Hướng dẫn: Lấy Ở là một tập đóng trong Ƒ'. Ta có 
đ (4) =(/I4)-!(C) LJ(Iz)-'(C) 


Do ƒ|a liên tục nên (ƒ|4)”!(C) đóng trong 4 và do ƒ|g liên tục nên 
(fls)~!(C) đóng trong B. Nhưng 4 và Ö đều dóng trong # nên suy ra 
(ƒIx`)(Œ) và (ƒIg!)(Œ) đóng trong Z. 

Vậy ƒ~!(C) là hộp của hai tập đóng trong # nên là tập đóng trong Ö. 
25. Cho È là một không gian mêtríc và ƒ:  —+ # là một ánh xạ liên 
tục. Chứng minh rằng tập hợp các điểm bất động của ƒ 

| A={z€E/ƒ(s)=#} 
là một tập đóng trong Z. | 
Nướng dẫn: Lấy {z„} CA sao cho z„ —* 2 € È. Do ƒ liên tục tại z nên 
f(zn) —› ƒ(z). Vì za = ƒ(zn) nên suy ra #a —> ƒ(z). Do tính duy nhất 
của giới hạn, ta có ƒ(#) = #. 

26. Cho ƒ và g là các hàm số liên tục trên không gian mêtríc #. Chứng 
minh rằng các hàm số sup(ƒ, ø) và inf(ƒ, ø) liên tục. Suy ra các hàm số ƒ† 
và ƒ~ cũng liên tục. 
Hướng dẫn: Sử dụng các đẳng thức 
ƒ+ø+]ƒ -g 

2 


sup( ƒ, 9) = 
ƒ+ø-]f- 9l 
nf(ƒg) Z T3 - 
£” = sup(ƒ. 0) 
=2 inf(f 0) 


r- 


ì 
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27. Cho (E,ó) là một không gian metríc. Chứng minh rằng 


(1 Nếu z,y € E và z # thì có các tập mở W„ và Wy sao cho # € V;, uc 
ể và Vy = 


(ii) Tập hợp gồm một phần tử của là tập đóng trong và do đó tập 
hợp gồm hữu hạn các phần tử của E là tập đóng trong 


(iii). Nếu diam A < r thì với mọi z € 4, ta có Á C B(,2r). 
r Lư 
Hướng dẫn: (¡) Đặt r = ỗ(z,) > 0 và lấy Ÿ = 8Œ, 2) Vụ = By, 3) 


28. Cho (E,ô) là một không gian metríc và “ C #. Thì (F,ðr) cũng là 
không gian mêtríc. Giả sử 4 C Ƒ. Chứng minh rằng 


() A mở trong Ƒ nếu và chỉ nếu có W mở trong # sao cho 4 = Vƒ\Ƒ 
(iñ) 4 đóng trong F nếu và chỉ nếu có Ä dóng trong E sao cho Á = M(\F 
Hướng dẫn: 
(¡) Giả sử A mở trong #. Với mỗi z € Á, có zx > 0 sao cho 
. Br(œ,rz) ={u € F' Lôr(w,z) = ô(u,z) < Ty} C A 


hay nói cách khác 
BẦv.) @2f⁄,£ A 


Lấy V = U B(z,r„) thì V mở trong E và A4 = Vƒ\F 
zc4 


_ () Dùng (0) | 
29. Cho (E, ở) là một không gian mêtríc. 


(¡) Giả sử 4 là tập đóng trong E và z ý A. Chứng minh rằng có các tập 
.mở V và W sao cho z€ Vƒ, ÁC W vàVnW =0 - 


(ñ) Giả sử A và Ö là các tập đóng trong Ƒ sao cho A(\ = 0. Chứng 
minh rằng có các tập mở W và W sao cho 4 C V, BC W và 4ƒ) =1 


Hướng dẫn: 
(¡) Xét hàm số 
ƒ:E — ñR 
| ƒ() =_ d(w,z) - d(w, A) 
| thì ƒ liên tục trên E. Lấy Vƒ = ƒ-!((—ee,0)) và W = ƒ-!((0: +œ)) 
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(ii) Tương tự như trên với ƒ(w) = d(w, A) — d(y, B) 
30. Cho # là một không gian mêtrÍíc và 4 C E. Chứng minh rằng nếu 
-z€ E là điểm tụ của 4 thì mọi quả cầu mở tâm z đều chứa vô số các phần 
tử của 4. 

Hướng dẫn: Nếu có r > 0 sao cho B(z,r)(\ A = {z\,za,...,#a } thì ta có 
thể chọn r“ > 0 đủ bé sao cho B(z,r!) C tz}. 

31: Cho ƒ và g là hai ánh xạ liên tục từ không gian mêtríc X vào không gian 
mêtríc Y. Giả sử 4 là tập con khác trống của X sao cho ƒ(z) = g(z) Vz € 
A. Chứng minh rằng ƒ(z) = g(z) Vz € A. 


Hướng dẫn: Lấy z € A thì có dãy {z„} CA sao cho z„ —>.z. Vì ƒ(#a) = 
0(n) Yn > 1 và ƒ liên tục tại z nên cho z —> cö, ta có f(z) = g(). 


32. Cho X và Y là hai không gian mêtríc và ƒ-: X —> Y là một ánh xạ. 
Chứng minh rằng ƒ liên tục trên X nếu và chỉ nếu với mọi Á C X, ta có 


ƒ(4) € ƒ(4). 
Hướng dẫn: Giả sử ƒ liên tục trên X và AC X. Ta có 
AC ƒ"!/(4)c ƒ2((4)) 


vẾ ƒ!1Ữ(A)) đóng trong X (vì ƒ liên tục). Do.‹4 là tập đóng nhỏ nhất 
chứa Á nên suy ra 


và do đó ƒ(4) C ƒ(4). 


Đảo lại, giả sử ƒ(4) C ƒ(4) VAC X. Lấy B là tập đóng trong Y và 
áp dụng giả thiết trên với A = ƒ~!(B) thì được 


Œ"1()) c ƒƒ-1(B)) cB= B 


=.In 


Suy ra ƒ~!(B) C ƒ~!(B). Nhưng ta luôn có ƒ~!(B) C ƒ-1(B). Vạy 
ƒ~}(B) = ƒ*1(B) và do đó ƒ~1(B) là tập đóng. : 


33. Chứng minh rằng nếu là không gian mêtríc với mêtríÍc ð(m,nm) 
lm — n| và Y là không gian mêtríc bất kỳ thì mọi ánh xạ từ vào X đều 
liên tục. 


- Tổng quát, cho X là một không gian mêtrÍc rời rợc, nghĩa là X là không 


Blan mêtríc sao cho mọi điểm z € X đều là điểm cô lập. Chứng minh rằng 
nếu Y là không gian metríc bất kỳ thì mọi ánh xạ từ X vào Y đều liên tục. 
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Hướng dẫn: Nếu X là một không gian mêtTÍc rời rạc thì mọi tập hợp gồm 
một phần tử của X đều là tập mở và do đó mọi tập con của X đều là tập 
mở. 


34. Chứng minh rằng mọi ánh xạ từ không gian metríc / vào không gian 


mêtríc Y là liên tục đều. Điều này còn đúng khi thay NÑ bằng một không 
gian mêtríc rời rạc không? 


Hướng dẫn: Cho  > 0, chọn 0 < 1< 1 thì với m,m € Ả, |m — m| < ' kéo 
theo rn = n và do đó |ƒ(m) — ƒ(n)| = 0 < . 


Lấy 
1 
X = { — / T+ > 1} 
| mn 
với mêtríc thông thường trên # thì X rời rạc. 
Xét ánh xạ 
ƒ:X — RFR 
1 
ƒ G = 
thì ƒ không liên tục đều. 


35. Cho X là một không gian mêtríc, Œ là một tập mở trong X và AC X. 
Chứng minh rằng nếu Œƒ1 A = J thì đn\A = 0. 


Hướng dẫn: Giả sử G[\ Ä # J. Thì có z € đñ4. Vìz e A và G là tập mở 
chứa z nên có  € Gƒ\ 4. Điều này mâu thuẫn với giả thiết là Gfƒ1 A = 


36. Cho (E,ó) là không gian mêtríc và {2a}, {ta 


| : ? } là hai dãy trong E hội 
tụ lần lượt về z và . Chứng minh rằng ô(z„, 


ta) = ô(, 19). 
_ Hướng dẫn: Sử dụng bất đẳng thức 


\ 


l(#n, te) — ỗ(#,9)| < ô(zm,z) + Ô(wn, v) 


37. Cho {za} là một dãy trong R sao c 


z€T, đặt hO #m # z„ nếu mm # n. Với mỗi 
f(z) = 4 
#®ị<zœ » 
0(z) = Là 
*rếx * 
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Chứng minh rằng ƒ và g liên tục và bằn | 
ì Kưög TU nhau t h 
gián đoạn tại mọi điểm z„. 6 nhau trên R\ {z,2¿,...} và 


Hướng dẫn: Giả sử e # z„ Yn > 1. Với c > 0, có nọ > 1 sao cho 


và có 7 > Sao cho z„ Z (z — n,z +), n = 1,2,...,nọ. Suy ra nếu 
lụ - z| <7 th | 


S sử 


If0)~ƒ@)|< 3) „<« 


“ 


t—no 
Ngoài ra, ƒ(#n+) > ƒ(zn) và g(#„—) < ø(za) nên ƒ và g không liên tục 
tại #a. 


38. Cho {z„} là một dãy hội tụ về zọ trong không gian mêtríc EZ. Chứng 
minh {za / œ € NW }U{zo} là một tập compác. 


Hướng dẫn: Dùng Định lý 2.1. 


39. Cho X và Y là hai không gian mêtríc và ƒ là một ánh xạ từ X vào Y 
sao cho ƒ|x liên tục với mọi compắc X C X. Chứng minh ƒ liên tục trên 
Ñ..` 


Hướng dẫn: Lấy {z„} là dãy trong X, hội tụ về z€ X: Theo bài tập 
trên, X = {z„ /m®=(€ W}Uf{so} là tập compác. Vì ƒ|x liên tục trên K nên. 
(/lx)(za) — (/Ig)(e), do đó ƒ(ea) —> ƒ():. 


40. Chứng minh rằng hàm số phần nguyên 

Pin Z 

ƒ@ = đì - 
trong đó, [z] là số nguyên thoả [#] < # < [z] + 1 là hàm liên tục trên f\ Z 
và không liên tục trên Z. 
Hướng dấn: Dùng định nghĩa. 
41. Trong R, đặt 

oo 
K={s= Š sạ8” th Í sạ = 0 hay ®n = 3) 


n=l . 
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và xét ánh xạ 


ƒ:K — |Ị0,1]x|[|0,1] 


HJ = Ôn thuận g2 ) 


Chứng minh rằng ƒ là toàn ánh và ƒ liên tục đều trên . Suy ra có 


ø :[Ø, 1] — [0,1] x [0,1] liên tục và ø là toàn ánh. 


Hướng dãn: K là tập Cantor nên compác. Hiển nhiên ƒ(K) C [0,1] x [0, 1. 


Lấy (s,£) € [0,1] x [0, 1] thì do bài 17 


3 s„€ {0,1} 
n%=]l 


S.É2” #,E10,1} 
n=]l 


Đặt #¿n = 25n, #2n+1 — 
n=l 


Vậy ƒ là toàn ánh. 


Cho e >0. Chọn nọ sao cho 2~"9*Ì < ¿.. Đặt „p 
z,u€£ 
z =— 3 #a€C {0,2} 
n=1 
co 
LÊ uy” Ua C{0,2} 
n=l1 
sao cho 


|z - z| = | 2„(En =n} 3) <-m 


n=] 
ta cÓ #„ = na Ýn < nạ. 


Do đó, 


< 


IIƒ/Œ) - ƒ0)l 


2t và z @ » 3” thì z € K và ƒ(£) = (s,). 


= 8 0? > ƒ thì với 
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S° 
` ¬ 


n=no+1 2 


°S° 
2 họ 2—n 
n=no+l 
2-no+1 cụ 


IA 


II 


Dùng định lý mở rộng Tietze để nới rộng ƒ thành g. 


42. Cho (X: LỆ) là một không gian mêtríc và {G; her là một họ phủ mở của 
X. Ta nói œ >'0 là số bebesgue của họ phủ mở {G;};e; nếu với mọi A C X, 
diam Á < œ —> 3 sao cho A C G;¡. 


Chứng minh rằng trong một không gian mêtríc compắc, mọi bao phủ 
mở đều có một số Lebesgue. 


Hướng dân: Giả sử X compác và {G;};er là một họ phủ mở của X. Nếu 
không tồn tại số Lebesgue của họ phủ mở {G;} thì với mỗi œ > 1, tồn tại 
la C X sao cho : 
diam Á„ < — 
Tỉ 
và Áa ƒ G; Vi € Ï. 
Lấy a„ € Á„ thì vì X compác nên có dãy con {ø„,} hội tụ về a € X. 


Do {G;};er là họ phủ mở của X nên có ¡4 € Ï sao cho ø € G;„. Vì G;„ mở 
nên có ?„ > 0 sao cho B(a, 274) C G¡„. 


Vì a„ —› ø nên có nạ đủ lớn sao cho đ„ạy € B(a,r„)‹ và 


— <fe 
To 


Vì 1 
diam Áaạ < n <Ta 


nên Áo C B(a,2m„) C G¡„ và ta có mâu thuẫn. 


43. 


() Chứng minh rằng mọi không gian mêtríc compắc thì tiền compắc 


hãy suy ra rằng diều kiện cần và đủ để X 


() Từ () và bài tập trên, lạe¡ của X đều có bao phủ con hữu 


compắc là mọi bao phủ mở {G: 
hạn 
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Hướng dẫn: 


() Nếu (X, đ) không tiền compác thì có e > 0Ô và dãy {ơ„ } trong X sao 


cho 
/ Tài ø BỊ (øi,€ lJ)Js¿ .|J B(an, £) 


Suy ra d(dm„,a„) > € Ym # n và do đó {z„} không chứa dãy con hội 
tụ nào. 


(ii) X compác thì với họ phủ mở {G;};¡c¡, ta có số Lebesgue œ > 0. Hơn 
nữa, do (¡) nên có #,#¿,...,#„ € X sao cho 


XC By, 3)U---U#. 3) 


Mà 


nên với mỗi 1 < k <“n, tồn tại ¡„ € Ï sao cho 


2œ. 
K». C Gi, 


X C C L-.jJJ}œ. 
Đảo lại, cho {za} là một dãy trong Ý. Nếu A = {z„ /n > 1} là 
tập hợp hữu hạn thì có dãy con hằng {z„, } hội tụ. Nếu 4 vô hạn, ta 
chứng minh 4 có điểm tụ là z và do đó, ta xây dựng được dãy con 
n: hội tụ. 
Thật vậy, nếu 4 không có điểm tụ thì với mọi z € X, có r„ > 0 sao 
cho 


B(azr, 


và do đó 


B(,rz)( AC {z} 
Họ các quả cầu mở {B(z,rz)}zex phủ X nên có phủ con hữu hạn 


X =B(zi,rz,)\J-..(J BŒœa,rz.) 


Suy ra 
A=A[ƒ\X= Út (4ƒ (xá, rz, ) C {Zi,22,....,n } 


Điều này vô lý vì A vô hạn. 
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44. Cho {Ka} là một dãy giảm các tập con compác, khác trống của không 
sêi 

gian mêtríc X. Chứng minh r ng f1 ta là tập compác và khác trống của 


n=] 


P 4 


Hướng dẫn: Xét dãy (#a) với Ta €C l,Vn € N thì 
(z„,) hội tụ về z € X\. Hơn nữa, với mỗi mm € N, ( 
Km hội tụ về z nên z € ;, CAN 


(#„) có một dãy con 
#n,)k>m là dấy trong 


Dra: X xY ——> Y 
(đö,9) => y 


Hướng dẫn: Lấy ụ ợ Pr› (4). Thì với mỗi z c X, ta có (z,u)ø£ A. Vì A 


đóng nên suy ra với mỗi z c 3, tồn tại Ứ cC X mở trong X và W„ C Y 
mở trong Ý sao cho 


(z,) € W x W¿ c (Xx Y) \\A 


Vì {Ý;}zex tạo thành phủ mở của X và X 


compác nên X có phủ con 
hữu hạn 


#={|jJb 
=! 


Lấy W — fÑ\W:, thì W mở, y € W và WfNpr;a (A4) = ñ 


?=1 


46. Cho ƒ là một ánh xạ từ không gian mêtríc X vào không gian mêtríc 
Compác Y, Chứng minh rằng nếu đồ thị của ƒ là tập đóng trong X xY 
thì ƒ liên tục tren X , trong đó đồ thị của ƒ được xác định là 


T={(œ/(z)eXxY /zeX} 


Hướng dẫn: Với 


B là tập đóng trong Ý, ta chứng minh ƒ~!(B) là tập đóng 
trong X, Đặt 


Ís.= T[Ì(X x B) = {(a,ƒ(z))€XxY /z€X, /(s)e B) 
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thì vì và X x B là các tập đóng trong X x Y nên Ipg là tập đóng trong 
s. Y, 


Vậy ta có ïg là tập đóng trong X x Y và chứng mỉinh tương tự như ở 
bài toán 45, ta có pr¡ (1g) là tập đóng trong X. Ö đây, prị là phép chiếu 
trên XÃ 


pị:XxY —` X 


(£, 0) By # 


Những prạ (1g) = ƒ~!(B) và do đó ƒ~!(B) là tập đóng trong X. 


47. Cho X là một không gian metríc compác và {ƒa} là một dãy đơn diệu 
các hàm số thực liên tục trên X, hội tụ điểm về một hàm liên tục ƒ. Chứng 


minh rằng {ƒ„} hội tụ đều về ƒ. 


Hướng dẫn: Ta nói { ƒ„} là dãy đơn điệu nếu với mọi z € X, dãy số {ƒ-(#)} 
là dãy số đơn điệu (tăng hoặc giảm). 


Giả sử {ƒ„} là dãy đơn điệu tăng các hàm liên tục, hội tụ điểm về hàm 
liên tục ƒ. Cho e >0. Với mỗi œ, tập hợp 


V„={z€X /ƒ()— fa().< «} 


là mở trong X và {V+} là dãy tăng các tập hợp, tạo thành một phủ mở của 
bó 


Do X compắc nên X có phủ con hữu hạn 


k 
xX= § V, = Vy 
:=]1 
Vậy với mọi z € X, ta có 
0< ƒ(#) — fn,() <€ 


Suy ra với mọi ø 3 m và với mọi z € X 


0 < ƒ()— fa(#) <-ƒ(£) — ña (£) << 
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Nếu {ƒ+} là dãy đơn diệu giảm, hội tụ về ƒ thì dã 
: › HỘI tụ thì dãy {— à dã 
TA ¡ dãy {— ƒ-} là dãy tăng, 
48. Cho X là một không gian mêtríc com 


một tập con không äuá đếm dược và trù 
AC X là trù mật trong X nếu A — #Ÿ, 


pắc. Chứng minh rằng X chứa 
mật trong X (ta nói tập hợp 
Hướng dân: Với mỗi n > 1, ta phủ X bởi một số hữu hạn các quả cầu có 


bán kính - Gọi Áa là tập hợp gồm tâm của các quả cầu này thì Á„ hữu 


hạn. Đặt A = Ụ Áa thì A không quá đếm được và Á trù mật trong X 


n=] 


49. Cho ƒ là một hàm số thực, liên tục trên một không gian mêtríc compắc 
X sao cho ƒ(z) > 0 với mọi z € X. Chứng minh rằng có e > 0 sao cho 
ƒ(z) > c với mọi z € X. 


Hướng dẫn: Vì ƒ liên tục trên không gian compác X nên ƒ đạt cực tiểu 
trên X, nghĩa là có zọ € Ã sao cho ƒ(z) > ƒ(zg) với mọi z € X. Lấy 
c—= ƒ(£o). 


50. Cho {a„} là một dãy Cauchy trong không gian mêtríc (E, ó) và {e„} là 
dãy số thực dương. Chứng minh rằng có dấy con {aa, } sao cho ð(0n,„¡; đn„ ) Š 
cạ Vk 


Hướng dẫn: Với ‹ = cị > 0, có nị 3 1 sao cho 


(an, đụy ) < CỊ Vn Đụ Tì 


Giả sử đã chọn được 7 < Tạ <.... < Ti SâO cho 


ô(an, dạy) < Œœ V7 2 Thk 


Thì VỚI e— Ck+i > 0, chọn T1 > Tuy SAO cho 
R. Ta nói một điểm z là điểm cực 


I„ chứa z sao cho ƒ(w) < ƒ(z) với 
ợp các điểm cực đại tương đối của 


51. Cho ƒ là một hàm số xác dịnh trên 
đại tương đối của ƒ nếu có khoảng mở 
mọi w € ï„\{z}. Chứng minh rằng tập h 
ƒ là không quá đếm được. 
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Hướng dãn: Lấy {V„} là cơ sở đếm được của #È ứng với tô pô thông thường 
(chỉ cần lấy {V+} là họ các quả cầu mở có tâm hứu tỷ và bán kính hữu tỷ) 
và gọi 4 là tập hợp các điểm cực đại tương đối của ƒ. 


Với mỗi z € 4, có khoảng mở Ï„ chứa z sao cho ƒ(#) < f(z) với mọi 


| € 1z \{z}. Do {V-} là cơ sở của để nên có nœz € N sao cho z € Vạ„ C '., 
_ Xét ánh xạ 


Ñ Sớ1 set {V¬} 


z r> Vạ, 


Ta chứng minh g là một dơn ánh. Thật vậy, cho f,s € 4, É # s. Thì ta 
có Vn,.z W2, vì nếu W¬, = Wạ, thì ta có £ € Vạ, C 7, và do đó ƒ(£) < ƒ(s). 
Tương tự, ta cũng có ƒ(s) < ƒ(£). Vậy ta có mâu thuẫn và do đó ø là đơn 
ánh. Nhưng {VWạ} là đếm được và do đó 4 không quá đếm được. 


52. Chứng mình rằng tập hợp các diễm gián doạn của một hàm số đồng 
biến ƒ từ ]‡ vào ## không quá đếm dược. 


_ Hướng dẫn: Với z c R tHì dø ƒ là hàm tăng nên các giới hạn bên phải 


ƒ(z+) và giới hạn bên trái ƒ(z—) tồn tại hữu hạn. Thì ƒ gián đoạn tại z 
nếu và chỉ nếu ƒ(z—) < ƒ(œ+'). 


Gọi A là tập hợp các điểm gián đoạn của ƒ. Với mỗi z € 41, chọn 


r„ € (ƒ(~—),ƒ/(z#))(ÀqQ 


Hãy chứng minh ánh xạ sau là đơn ánh 


g:Ä — Q 
TT Tự 


53. Chứng minh rằng không gian mêtríc X x Y đầy đủ nếu và chỉ nếu X 
và Y là các không gian mêtríc đầy đủ. 


. Hướng dẫn: Giả sử X x Y đầy đủ và {z„} là dãy Cauchy trong X. Lấy 


y€ Y thì dấy {(£n,/)} là dãy Cauchy trong X x Ÿ và do đó hội tụ YỀ 
(z, ) cXx 1. Suy ra #nạ — ?Ø. Vậy P đầy đủ. Tương tự, V cũng đầy 
đủ. 

54. Cho X là một không gian mêtríc sao cho mọi quả cầu đóng thì compắc- 
Chứng minh rằng X đầy đủ. 
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Hướng dẫn: Lấy {za} là dãy Cauchy trong X thì {z 
tza} chứa trong quả cầu đóng nào đó. Do quả cầu này 
có dãy con hội tụ là {za,}. Giả sử #n, —+ ø. Thì z„ 


n} bị chặn và do đó 
là compác nên {z„} 
— z. 


s5. Cho 4 là một tập con của không gian mêtríc X, Chứng minh rằng 
(¡) A tiền compắc nếu và chỉ nếu Ä tiền compác 
(ñ) Trong JŸ”, một tập hợp là tiền compác nếu và chỉ nếu nó bị chặn 
Hướng dẫn: 
() Nếu AC |} B(z¡,‹) thì 4 C LJ Btz:, 2e) 
t=] :+=] 


(ñ) Nếu 4 bị chặn thì 41 là tập đóng và bị chặn, do đó là tập compắc. Suy 
ra Á tiền compắc 


56. Cho X là một không gian mếtríe đầy đủ và A c X. Chứng minh rằng 
Á tiền compắc nếu và chỉ nếu 24 compác. 


Hướng dẫn: Giả sử A tiền compác.Theo bài trên, 4 tiền compác. Vì 4 là 
dóng trong X và X đầy đủ nên 4 cũng là không gian mêtríc đầy đủ. Ap 
dụng Mệnh đề 2.16 thì 4 là không gian mêtríc compắc. 


5. Cho ƒ là một ánh xạ liên tục đều từ không.gian metríc (X, ôx) vào 
không gian mêtríc (Y,ôy). Chứng minh rằng 


() Nếu {z„} là dãy Cauchy trong X thì {ƒ(z„)} là dãy Cauchy trong Y 


(II) Nếu A là tập con tiền compắc của X thì ƒ(4) là tập con tiền eompác 
trong Y 


Hướng dẫn: 
() Cho c > 0. Do ƒ liên tục đều nên có r > 0 sao cho với z,z“ € X 
ôx(z,2')<n —= 8v(f(e),ƒ(#)) < + 
Với  > 0 này, do {z„} là dãy Cauchy nên có nọ > 1 sao cho 
ỗX(#m: #n) < TỊ Vm,n > Tạ 


Šu 
ng ))<£ Vm,n > rTtọ 
ôy (ƒ(#m), f(#n) ° : 
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(ii) Cho e > 0. Do ƒ liên tục đều nên có 7¡ > 0 sao cho 
ƒ(B(.n)) C BỨ(),e)  Yz € X 


Ta phủ A bởi một số hữu hạn các quả cầu bán kính 


Ac U B(z¡, ')) 
=1 
Thì „ 
ƒ(4) c J #(E(&œ¿n)) c L BỮ(2:), °) 
i=1 


1+=l 


58. Cho ƒ là một hàm số thực, liên tục đều trên 4 C T. Chứng minh rằng 
nếu A bị chặn thì ƒ bị chặn trên 4. Nếu A không bị chặn thì ƒ(4) có bị 
chặn không? 
. Hướng dẫn: Nếu A bị chặn thì theo bài 55, câu (1), 4 tiền compắc. Ấp 
dụng câu (ii) bài 57, ta có ƒ(4) là tiền compắc trong i# và theo câu (ii) của 
bài 55, ƒ(4) bị chặn. 

Lấy A = [0,+oo) và ƒ(z) = z thì A không bị chặn, ƒ liên tục đều trên 
A nhưng ƒ(4) = A và do đó ƒ(4) không bị chặn. 
s9. Cho ƒ là một ánh xạ từ không gian mêtríc X vào không gian mêtríc 


Y. Chứng minh rằng ƒ liên tục đều trên X nếu và chỉ nếu với mọi ‹ > Ú, 
có r > 0 sao cho với A C X, diam A < ; dẫn tới diam ƒ(A) < 


Hướng dãn: Dùng định nghĩa. 
60. Cho {z„} và {a} là các dãy số thực bị chặn sao cho z„ — ta.—ˆ Ủ- 
Chứng minh rằng có dãy tăng 

IS H6 S v.v: TRh. va. 


và z € ñ sao cho các dãy {zn,} và {ta, } cùng hội tụ về z. 


Hướng dẫn: Vì {z„} là dãy bị chặn nên có dãy con {z„,} hội tụ- Nếu 


#n, —> # thì vì ta, —> #. 


61. Cho X là một không gian mêtríc. Chứng minh rằng X liên thôn§ nếu 
và chỉ nếu mọi tập con Á khác trống của X, A # X đều có phần biên 
khác trống. 
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' Nướng dãn: Nếu A* = 0 thì vì Ä =Ä (JA* si 


sà ÁC AC Ã nên A =Á= Ầ. Vậy A 


z 0, A Xx à A t ` Š 
trong X, do đó X không liên thông. z X và A vừa đóng, vừa mở 


Đảo lại, nếu X không liên thông thì có A 


z Ũ, A X sa h A vì 
mở, vừa đóng trong X. Suy ra A* — 0. z o cho Ả vừa 


82. Cho X là một không gian mêtríc đầy đủ. Chứn 


CÁ. g minh rằng nếu X đếm 
được thì X chứa ít nhất một điểm cô lập. 


Hướng dẫn: Dùng định lý Baire. 


63. Cho ƒ là một ánh xạ liên tục từ không gian mêtríc X vào khôn 


Ø gian 
metríc Ÿ. Chứng mình rằng đồ thị của ƒ là tập đóng trong X x Y. ` 


Hướng dẫn: Gọi Ï' = {(+, ƒ(œ)) € X xY /œc X} là đồ thị của ƒ. Lấy 
dãy {(#n› n)} C T' sao chợ (#n, 0») —> (z,) trong X x Y. Thì z„ —> z 
và do tính liên tục của ƒ, ƒ(za) —> ƒ(z). Nhứng ƒ(a) = a —> y. Do 
tính duy nhất của giới hạn, ta có ƒ(z) = và do đó (z,y) € T. 

64. Cho ƒ : [0,1] —› [0,1] và ƒ liên tục. Chứng minh rằng ƒ có điểm bất 
động trong [0, 1], nghĩa là có z € [0, 1] sao cho ƒ(z) = z. 


Hướng dẫn: Đặt 


4 = {zc[01]/ƒ()<2} 
B8 = {zc[01]/ƒ(z) >«} 


thì A # ƒ (vìi1c4),Bz0(vì0c 8) và Á, B là các tập con đóng trong 
Í,1] (vì ƒ liên tục). 


Ta có [0,1] = AU và do [0, 1] liên thông nên AñnB #0, nghĩa là có 
?€ Af\B. Suy ra z là điểm bất động của ƒ. 
6ð. Cho (E,ổ) là một không gian mêtríc liên thông có ít nhất hai phần tử. 
hứng minh rằng EZ không đếm được. 


Hướng đãn; Giả sử có z,ụ € E và z # . Đặt œ = ly / >0. Với 
ˆ€ (0,ø), do E liên thông nên theo bài 61, mặt cầu ŠS(z,7) (biên của quả 
cầu B(z,r)) khác trống. Lấy z; € S(#.T) thì ánh xạ 


ƒ:(0,2) NHNG 
"nh? r 
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là đơn ánh. Vì (0,œ) không đếm được nên # không đếm được. 
66. Cho {?;};c¡ là một họ khác trống các khoảng của ## sao cho 8 II TỊ 
¡€1 
Chứng minh rằng ( Ì 1; là một khoảng của #. 
t1 
Hướng dẫn: Với ï C R thì ï là một khoảng nếu và chỉ nếu với z, € 7 và 
# < 0, ta có 
Vzei,z£<z<w=>zCÏ 


67. Cho (E,ð) là một không gian mêtríc liên thông, không bị chặn. Chứng 
minh rằng mợi mặt cầu 


5(,r) ={u€ E/ð(w,z) =r} 
đều khác trống. 
Hướng dẫn: Dùng bài 61. 


68. Cho 4 là một tập con liên thông trong không gian mêtríc # và 4 C 
8C. Chứng minh rằng Ö liên thông. 


Hướng dẫn: Giả sử có Vì và V› là hai tập mở trong # sao cho 


58 =(Zƒ\9)UJ(fẬ1;) 


(Bƒ1⁄)ƒ1ƒ9:) =9 


Từ đó ta có 


4=(4ƒ1w)UJ(4ƒfẬ1;) 
(4ƒ1w)(1(4ƒ1%) =0 


Do 4A liên thông nên ta phải có 4ƒ1Vị = 0 hoặc A[f\W; = 0. Theo 
bài 35, ta suy ra 4ƒ]Wi = Ú hoặc Áƒ\V¿ = 0. Do đó, Bf\V; = Ú hoặc 
n1 =0. 


69. Cho X là một không gian mèêtríc và {A;};e; là một họ khác trống cắc 


tập con liên thông của X sao cho 1 A¡ # . Chứng minh rằng A = U Á; 
¡e1 ¡cl 


và 


liên thông. 
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Hướng dẫn: Giả sử 


4 =(4ƒ1w)U(4anw;) 


với Vị và Vạ là các tập mở trong X sao cho 
(4ƒ1)f144nw%) =0 
Cố định một ọo € I. Vì Á¿, liên thông nên ta phải có 4¿¿ C Vị hoặc 
A C Y2. Giả sử Áo C VỊ. Thì 4; € Vị Vi € 7 và do đó Af)V; = 0. 


70. Cho {4n} là một dãy các tập con liên thông trong không gian mêtríc 
X sao cho Ázƒ 4a+i # ñ Vn > 1. Chứng minh rằng A = U Áa liên thông. 


Hướng dân: Lý luận tương tự bài 69. 


71. Chứng minh rằng không gian metríc X là liên thông nếu và chỉ nếu với 
mọi z, € X, có không gian con liên thông ŸY C X sao cho z,€ Y. 


Hướng dẫn: Giả sử với mọi z, € X, có không gian con liên thông Y sao 
choz,€ Y. 


Cố định một z c X. Thì với mỗi € Ÿ, có không gian con liên thông 
Ÿy sao cho z,  € Ÿý. 


Suy ra X = LJ Yy và ( ] Yy # 0. Theo bài 69; X liên thông. 
ucx U€Y 


_ T2. Cho E là một không gian mêtríc và A, 8 là các tập con liên thông của 


È sao cho 4ƒ) z J. Chứng minh rằng A|J B liên thông. 
Hướng dẫn: Chứng minh tương tự bài 69. 


73. Cho A,B là các tập con của không gian mêtríc # sao cho A[{B #£ 0. 
Chứng minh rằng không có tập mở Ƒ' trong È sao cho B C #Ƒ và Af\F < 0. 


Hướng dẫn: Néu F là tập mở trong E sao cho 8B C #' thì do Af\B z 0 
"hÁnFxg. 


f4. Cho J là một tạp mở khác trống và liên thông trong #. Chứng mình 
tằng 7 là một khoảng mở. 


Hướng đấm. Đặt a = inf 7 và b  sup ï (ø có thể bằng —co, b có thể bằng 
+ “ 

®). Hãy chứng minh 7 = (a,b). 
T5, Chứng minh rằng nếu 7 là một tập đóng, bị chặn, khác trống và liên 
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thông trong # thì ï là một khoảng đóng. | 
Hướng dẫn: Xem bài 74 và chú ý rằng do Ï đóng nên sup Ì € Ï, inf ï  , 


76. Cho ƒ : (a,b) —› t là một hàm số liên tục. Giả sử có z,1 € (a,b) sao 
cho ƒ(z) < ƒ(w). Chứng minh rằng nếu ƒ(#) < z < ƒ(w) thì có t € (a,ö) 
sao cho ƒ(£) = z. 


Hướng dân: Dùng Mệnh đề 2.22. 
77. Chứng minh rằng nếu z > 0 thì có  € TỶ sao cho y?=+. 


Hướng dẫn: Xét hàm số ƒ(w) = y°, y € # thì ƒ liên tục và ƒ() = [0,+oe). 
Ap dụng bài 76. 


78. Cho ƒ : R —› ïR là một hàm liên tục. Giả sử ƒ là hàm !ẻ, nghĩa 
là ƒ(—z) = —ƒ(z) Ve€R. Chứng minh rằng phương trình ƒ(z) = 0 có 
nghiệm. 


Hướng dấn: Nếu ƒ # 0 thì có a < bsao cho ƒ(a) ƒ(b) < 0. 
79. Chứng minh rằng phương trình z + z? + 1 = 0 có nghiệm thực. 


Hướng dẫn: Đặt ƒ(z) = z®+z?+1 thì ƒ liên tục trên R. Vì ƒ(œ) —> —œ 
khi z —> —œo nên có ø < 0 sao cho ƒ(ø) < 0. Tương tự, có b > 0 sao cho 


ƒ() > 0. 


80. Cho ƒ : R —> # là một hàm liên tục và rnmở, nghĩa là ƒ(V) là tập mở 
với mọi V mở trong #. Chứng minh rằng ƒ là hàm đơn điệu. 


Hướng dẫn: Nếu ƒ không đơn điệu thì có œ <  < z sao cho ƒ(z) < ƒ(9) 
và ƒ(w > ƒ(z): Nếu ƒ đạt giá trị lớn nhất trên [z, z] tại thì £€ (z,z). Suy 
ra ƒ((z,z)) không là tập mở và ta có mâu thuẫn. 


81. Chứng minh rằng đồ thị của hàm số liên tục trên một khoảng của 
là tập hợp liên thông của #Ÿ. 


Hướng dẫn: Xét ánh xạ liên tục 


G:I — R 
# '>  (œ,ƒ(z)) 


thì (7) chính là đồ thị của ƒ. 


82. Cho X là một không gian mêtríc. Chứng minh: 
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(0): Nếu X chỉ gồm một phần tử thì X liên thông 


(ñ) Nếu X rời rạc thì mọi tập con của X chứ : TA 
đều không liên thông chứa nhiều hơn một phần tử 


(ii) Mọi tập con của tập hợp các số hữu t 


ÿ chứ ïì ^ : 
thì không liên thông y chứa nhiều hơn một phần tử 


Hướng dẫn: 


(ñ) Nếu X rời rạc thì mọi tập con của X đều vừa dóng, vừa mở trong X 


(i1) Nếu A là tập con của tập hợp các số hữu tỷ chứa a,b với øa < b thì do 
A liên thông, ta có [a,ö] C A. Điều này vô lý trong [a, b] chứa ít nhất 
một số vô tỷ 


83. Cho 4 là một tập con của không gian mêtríc X và B là một tập con 
liên thông của X sao cho Bƒ\4 # ñ và Bƒ\(X \ 4) # ñ. Chứng minh rằng 
B]4* #0 (A" : biên của 4). 


Hướng dẫn: Dùng bài 11, câu (iv): 

84. Cho X là một không gian mêtríc. Ta nói X là lên thông đường nếu với 
mọi z,t € X, có hàm ø : [0,1] —>› X liên tục sao cho ø(0) = z, ø(1) = 9. 
Chứng minh rằng nếu X liên thông đường thì X liên thông. 

Nướng dẫn: Dùng bài 71. 

85. Cho 4 là một tập con không quá đếm được của ÏJš” với ø > 2. Chứng 
minh rằng R* \ A liên thông. 


Hướng dẫn: Cố định a € R“ \ A. Vì có vô số không đếm được các dường 
thẳng đi qua ø nên có đường thẳng Ö) đi qua a sao cho D C #” \A. Tương 
tự, với mỗi z € R^\ A, có đường thẳng D„ đi qua z sao cho D; C #ˆ\A 
và D„(\ D # J. Dã dàng thấy rằng 


A= U (DU?) 


œeR”\A 


với DỤ D, liên thangvà (\ (D{Đz) #!. 
œcRˆ\4 


Š6. Cho ƒ là một hàm số thực liên tục trên 


ƒ( + v) = ƒ()+ ƒ) 


R sao cho 


Vz,y € R 
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Chứng tỏ rằng có số thực ø sao cho ƒ(z) =ø# Yz € R 


Hướng dẫn: Ta có ƒ(z) = ƒ(1)z Yz € Q và dùng tính liên tục của ƒ đẻ 
suy ra ƒ(z) = ƒ(1)z Yz € HE. 


87. Chứng minh rằng mọi phép chiếu 
m..R" —+ 
(#l-...#n) 'r> #i¡ 
là các ánh xạ tuyến tính liên tục. 
Hướng dẫn: Đề ý rằng 


T: 
lay — ÏŸ.< Ð„ |£x— wlŸ 
k=l 


88. Chứng minh rằng mọi ánh xạ-tuyến tính từ I” vào iÈ” đều liên tục. 
Hướng dẫn: Nếu T = (T\,...‹, T„) là ánh xạ tuyến tính từ R” vào R” thì 
mỗi ánh xạ 7T; là ánh xạ tuyến tính, liên tục vì 
n 
T¡ = Ð  T:(6;); 

J=1 
với z; là phép chiếu như ở bài 87 và e; là véc-tơ đơn. vị thứ 1. 
89. Chứng minh rằng ánh xạ ƒ xác định trong bài 41 không là đơn ánh. 


Hướng dẫn: Nếu ƒ là dơn ánh, hãy chứng minh ƒ~L£ [0, #ï xa0,1| — X 
liên tục. Do [0, 1] x [0, 1] liên thông nên suy ra É liên thông và ta có điều 
vôlý. - 


90. Cho (E,ôg) và (F,ôr) là các không gian mêtríc và ƒ là một ánh xạ từ 
E vào F. Ta nói | : 


ƒ là một đẳng cự nếu ôr(ƒ(z), ƒ(9)) = ôs(s, w) Đàn P 
ƒ là một đồng phô: nếu ƒ là song ánh, ƒ liên tục và ƒ~! liên tục. 
E và Ƒ đồng phôi uới nhau nếu có phép đồng phôi giữa chúng, 
Cho È; và Ƒ đồng phôi với nhau, Chứng minh rằng: 


(¡)  compác nếu và chỉ nếu F compác 
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(ii) # liên thông nếu và chỉ nếu Ƒ liên thông 
(ii) Nếu # đầy đủ thì Ƒ có đầy dủ không? 
3 ~_ _ ... ` T T 
Hướng dân: (ïH) ÏÈ và (—7, —) đồng phôi với nhau qua phép đồng phôi 


z > arctgz nhưng #‡ đầy đủ còn (—2, s) không đầy đủ. 


91. Cho bắ là một đẳng cự từ không gian mêtríc E vào không gian mêtríc 
. Chứng minh rằng nếu E đầy đủ thì ƒ(E) cũng đầy đủ. 


Hướng dẫn: Dùng định nghĩa. 
92. Chứng minh rằng [0,1) không đồng phôi với (0, 1). 


Hướng dẫn: Nếu có đồng phôi ƒ : [0,1) — (0,1) thì vì (0,1) liên thông 
nên theo bài 90, ƒ(0,1) liên thông. Nhưng ƒ(0,1) = (0,a) J(a, 1) với a = 
ƒ(0) € (0, 1) là tập không liên thông. 


93. Chứng minh rằng nếu ƒ là một đồng phôi giữa E và FƑ và AC E thì A 
đồng phôi với ƒ(4). 


Hướng dẫn: Ta có g = ƒ|A là đồng phôi từ A vào ƒ(A). 
94. Chứng minh rằng [0, 1] không đồng phôi với (0, 1). 
Hướng dẫn: Chứng minh tương tự bài 92. 

95. Chứng minh rằng * không đồng phôi với đ: 


Hướng dẫn: Hˆ bỏ đi một diểm vẫn còn liên thông nhưng †t bỏ đi một 
điểm thì không liên thông. 


96. Trong #?, gọi 9 là đường tròn đơn vị. Chứng minh rằng S9 không đồng 
phôi với [0, 1]. 


Hướng dẫn: [0,1] bỏ đi điểm 0 vẫn còn liên thông nhưng đường tròn bỏ đi 
một điểm thì không liên thông. 


97. Cho E và #' là hai không gian mêtríc và ƒ là một song ánh liên tục từ 
P vào Ƒ, Chứng minh rằng nếu # compác thì ƒ là một đồng phôi. 


Hướng dẫn: Xét ƒ~!: Ƒ —› E. Với A đóng trong E thì 4 compắc và do 
ƒ liên tục nên (ƒ-1!)~!{A) = ƒ(4) eompác và do đó đóng trong Ƒ. 


98, Chứng minh rằng [0, 1] không thể phân hoạch thành một họ đếm được 
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các khoảng con đóng. 
\ Hướng dễn: Giả sử [0,1] = (J1. với l„ (\l„ = 0, m # 5. Đặt E = L]1; 


| n ` ˆ + m 
| với Ï} là biên của lạ, hãy chứng minh # là tập con hoàn hảo của (0. 1]. 
Ngoài ra # đếm dược và do đó mâu thuãn với Định lý Baire. 


| \ A ế 
| 99. Chứng minh rằng (0, 1] không thể phân hoạch thành một họ đếm được 
| các tập con đóng, khác trống. 


| Hướng dẫn: Chứng minh tương tụ bài 98. 
| 


100. Chứng minh rằng mọi quả cầu mở (ø,z) của #” đều đồng phôi với 
+". . 


Hướng dẫn: Xét các ánh xạ 


ƒ:B(ar) —> B(0,1) 


l 
| đ e* -(z—-d) 
l“ 


và 


g:B(01) —› 
1 
Lế]IxJˆ” 
thì ƒ và ø là các đồng phôi và h = øoƒ là đồng phôi từ B(a, r) vào IR", 


101. Cho Œ là một tập lồi, compắc của Ƒ†° có phần trong khác trống. 
Chứng minh rằng Œ đồng phôi với một quả cầu đóng có phần trong khác 
trống. 


o 
Hướng dẫn: Ta giả sử Ö CC vì qua một phép tịnh tiến, Ở đồng phôi với 
một tập con lồi, compắc của J‡” có phần trong chứa 0. 


Vì Œ compắc nên có r > 0 sao cho Œ C B(0,r). Xét ánh xa 


g:C(* —› S(0,r) 


n 
IIRSTE..2 
Iel 


thì ø là một song ánh liên tục và do Ở* compắc nên già đồng phôi 
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Ta định nghĩa ánh xạ ƒ: Œ —; B!(0,r) như sau 


" 


lai an” nếu z z2 0 
ƒ(z) = |ø tiên z)|| 
0 nếu z = 0 


Thì ƒ là song ánh và ƒ liên tục. Thật vậy, dễ dàng thấy ƒ liên tục tại 
mọi z z 0 và do đó, ta chỉ cần kiểm chứng ƒ liên tục tại 0. 


d * Z. “‹ ô€ ° 
Đặt ô =4 Tủ Ìzl| > 0. Với mỗi « > 0 cho trước, chọn ạạ = — thì với 
T 


z €C sao cho 0 < ||z|| < n, ta có 


If(=)=7(0)J = JI/œ)|=——=——ell < s 
_ izi®) 


Vậy ƒ liên tục tại 0 và do đó liên tục trên Œ. Vì ƒ là song ánh liên tục 
và Œ compắc nên ƒ là đồng phôi. 


102. Với ƒ : R —› R, ta gọi dao động của ƒ tại z là 


œ(ƒ,z) = inf { diam ƒ(T) / I là khoảng mở chứa z } 


Chứng minh rằng 
() ƒ liên - tại z nếu và chỉ nếu œ(ƒ, #) = 0 
(ii) Với ø > 0 thì 4 = {z €R/øœ(ƒ,z) > ø} là tập đóng 
Hướng dẫn: Dùng định nghĩa. 


103. Chứng minh rằng không có ánh xạ nào từ #ể vào ‡ liên tục tại mọi 
Số hữu tỷ và gián doạn tại mọi số vô tỶ. 


Hướng dấn: Nếu có ƒ như vậy thì 


1 
R\Q={zeR/u(/,s) >0}=(£€ R(ø*) 3) 


7Ä do đó 


1 
R=|LJtzeR/s(W.*) 2 cử: U9 
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Theo Định lý Baire, có nọ > 1 sao cho 
1 
-A={zcR/u(ƒ.z) È nở) 


có phần trong khác trống và do đó chứa một số hữu tỷ. 
104. Chứng minh rằng nếu ƒ : E —> È liên tục thì E đồng phôi với đồ thị 
của nó. 
Hướng dẫn: Gọi 7 là đồ thị của ƒ. Xét ánh xạ 
:E ¬ T 
z > (z,ƒ(2)) 
thì ó là đồng phôi. 


105. Chứng minh rằng nếu hằm số ƒ : [ø,b] — [c, đ] là một đồng phôi thì 
ƒ là hàm đơn điệu. . 


Hướng dẫn: Ta có ƒ(a) = c hay ƒ(a) = d. Nếu ƒ(a) = c thì hãy chứng 
minh ƒ đơn điệu tăng, nếu ƒ(ø) = d thì hãy chứng minh ƒ đơn điệu giảm. 


106. Cho Z# là một không gian metríc đầy đủ và { ƒ-} là một dãy các hàm 
số thực liên tục trên E sao cho với mọi z € E, dãy số {ƒ„(+)} bị chận. 
Chứng minh rằng có quả cầu mở sao cho trên đó ƒ bị chận đều. 


Hướng dãn: Với mỗi m € ÑN, đặt 


Am={z€E/|fz(e)| <m Vn} =( t2 €/ |lfa(z)| < m} 


Tt 


thì 4„ đóng và E = || Am. Áp dụng Định lý Baire. 


107. Cho ƒ là một hàm số thực khả vi tại mọi điểm của #t. Chứng mình 
rằng có khoảng mở Ï sao cho ƒ là hàm Lipschitz trên J. 


Hướng dẫn; Theo định nghĩa, ƒ là hàm Eipschits trên ï nếu có M > 0 sao 
cho 


[ƒ() - ƒ(w)Ì < M|z-—w|  Vz,y e I 
Lấy {h„} là dãy số hội tụ về 0 và với mỗi rn e N, đặt 


Án ={s€R/IEP tà) ÍŒ)| cm vạ) 


z 
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Tá 222v 4a do ƒ khả vi tại mọi z c R. 
Áp dụng Định lý Baire. n= 


108. Tìm một hàm số thực khả vị tại mọi điểm của R nhưng không 
Lipschitz. : 

Hướng dẫn: Nếu ƒ Lipschitz và ƒ khả vi thì ƒ' bị chận. Vậy ƒ(z) = z2 là 
hàm phải tìm. : 


109. Chơ (X,đ) là một không gian metríc compắc và Á C X sao cho có 
một đẳng cự từ X lên 4. Chứng minh rằng Á = X. 


Hướng dẫn: Vì Á đồng phôi với X nên A compắc. Giả sử A z E, nghĩa là 
có #ọ € X\ A. Ta định nghĩa dãy {z2} như sau 


#† = ƒ(o) 
#n+t = ƒ(#n) 
thì đ(#a, #m„.) = đ(#„_m,#ạ) nếu n > m. Ngoài ra, z„ € Á với mọi + > 1 


nên 
đ(#a,#m) 3 d(zg; A) >0 _Vn > mm 


Do đó, {z„} không chứa dãy con hội tụ nào và điều này mâu thuẫn với 
. tính compắc của A. 


110. Cho (E,ỏ) là một không gian mêtríc không compắc. Chứng minh 
rằng tồn tại một hàm số liên tục và không bị chận trên E. 


Hướng dẫn: Có dãy {z„} C_E không có dãy con nào hội tụ: Suy ra, với 


mỗi ø > 1 
œạ= ¡InÝ ổ(#n;#m) > 0 
#m#n 
Đặt r„ — =n thì {(za,a)} là họ các quả cầu mở, rời nhau từng đôi. 
Do Mệnh đề 2.24, với mỗi + > 1, có hàm số liên tục ƒa liên tục trên E sao 
cho 
fan) = 1 
fna|E\B(anazn) + 0 


Thì ƒ =  ” m/„ là hàm phải tìm. 


mnr=]1 


¬ 
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111. Cho E là một không gian metríc không bị chận và không có điểm cô 
lập. Chứng minh rằng tồn tại một hàm số liên tục, bị chận nhưng không 
liên tục đều trên E. 


Hướng dẫn: (E,ô) không bị chận nên có dãy {za„} C sao cho 


020/2) 1 Vrn,m > l1 mn # 


1 
Ngoài ra, z„ là điểm tụ của E nên có ạ € # sao cho ỗ(#n, 1a) < ng 
Đặt ra = ổ(#¿, 0a) thì theo Mệnh đề 2.24, có hàm ƒ+ : # — [0, 1] sao cho 


f2 à). - 1 
falE\B(zaxa) =  Ũ 


Thì ƒ = Ð ` ƒa là hàm phải tìm. 
n=l 
112. Tìm một dãy các hàm liên tục trên [0,1], hội tụ từng điểm nhưng 
không hội tụ đều về một hàm liên tục. 
: AT (... 
Hướng dẫn: Lấy aạ = - thì a„ € [0,1] và aa —> 0. Xét hàm số ƒ„ : 
[0, 1] —> [0, 1] như sau 
fa(®a+1) cớđi 

ƒalto}Ueau) =0 

thì (ƒ„) là dãy hàm phải tìm. 


113. Cho (X,ô) và (X”,ở) là hai không gian mêtríc đẳng cự vời nhau, 
nghĩa là có một phép đẳng cự từ X lên X'. Chứng tỏ rằng X đầy đủ nếu 
và chỉ nếu X“ đầy đủ. : 


Hướng dãn: Dùng định nghĩa. 


114. Giả sử {p„} và {ga} là hai dãy Cauchy trong không gian mêtríc (X, ô). 
Chứng minh rằng dãy {ổ(øa, ga) } hội tụ. 


Hướng dẫn: Sử dụng đánh giá 
| lổ(pn, đa) — Š(Pm, đm)| Š (Pa, Pm) +ổ(qn, đm) 
và do đó {ỗ(pa, g„)} là dãy Cauchy trong R. 
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115. Cho (X,ð) là một không gian mêtríc, 
(¡) Ta nói hai dãy Cauchy {p„} và {da} là tương đương nếu 
nìm ổ(pa, g„) = 0 


Nếu {?n} và {da} là tương đương, ta viết {p„} ~ {g„}. Chứng minh 
rằng ~ là một quan hệ tương dương. 


(ñ) Gọi X‹ là tập hợp các lớp tương đương của các dãy Cauchy trong X. 
Nếu P và Q là các lớp tương dương với phần tử đại diện là {p„} và 
{an} thì ta đặt 

A(,Q) = lìm ð(pa, đa) 


Giới hạn này tồn tại hữu hạn do bài 114. Chứng minh rằng A(P,Q) 
không phụ thưộc vào cách chọn phần tử đại diện của P và Q. Hơn 
nữa, chứng minh rằng A là một mêtríc trên X.. 


(ii) Chứng minh rằng (X¿, A) là không gian mêtríc dầy dủ 


(iv) Với mỗi p € X, xét dãy Cauchy {p„} trong X với pạ =p Vn. Gọi Pp 
là lớp tương đương chứa phần tử này. Chứng tỏ rằng 


ô(P,,P,) =ô(pw) Vpuặ€ X 


Nói cách khác, ánh xạ ¿ từ XÃ vào Ấ‹ với ¿(p) = P; là một phép đẳng 
SỨ: 
Vậy ta có thể đồng nhất X với ¿(X) và dø đó ta có thể nhúng X vào 


không gian mêtríc đầy dủ X‹. X: dược gọi là không gian đầu đủ hóa 


của Ä. 
(v) Chứng tỏ rằng ¿(X) trù mật trong X„ và ¿(X) = X. nếu X dầy đủ. 
Hướng dẫn: 
() Từ định nghĩa 
(ñ) Giá sử {p„} ~ {ph} và {4a} ~ ftm}- Ta có 


lỗ(pn, đa) — Ô(Pm q,)| < ỗ(Pn,Pn) † ỗ(đqm› đn) 


và do đó lim Ê(0u;#n)Ì” lim ỗ(Pn› ta) 


n>œo 
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Nói cách khác, A(P,Q) không phụ thuộc vào cách chọn phần tử đại 
diện. 
Nay ta chứng minh A là mêtríc trên X.. 


Lấy P,Q € X. và gọi {p„} và {q„} lần lượt là các phần tử đại diện 
của P và Q. Hiển nhiên A(P,Q) = A(Q,P) và A(P,Q) 3 0. Hơn 
nữa, nếu A(P,Q) = 0 thì theo định nghĩa, ta có {Pn} ~ {an} và do 
đó P =Q. 


Lấy P,Q, R € X.. Ta chứng minh bất đẳng thức tam giác 
A(P,9) < A(P, R) + A(R, Q) 
Gọi {pa}, {am} và {r„} lần lượt là các phần tử đại diện của P,Q, R. 


Ta có 
Ô(Pnida) < ỗ(Pa, na) + ỗ(Tn, đa)  Vn 3 1 


Cho m — co thì ta có điều phải chứng minh. 


(1H) Cho {P¿,}¿>ì là dãy Cauchy trong X.. Với mỗi k > 1, gọi {ph}a>i là 
phần tử đại diện của ?. 


Vì {pR}¿>\ là dãy Cauchy trong X nên với mỗi k > 1, có œ„ > 1 sao. 


cho í 

ô(pr..p) < là Vn > Tu, 
Lấy p„ = p„, ta chứng minh {p¿} là dãy auchy trong X. Thật vậy, 
với È,l > 1, ta có 


ỗ(p.)  < SÉk.n) + (gà, pa) + ễ(pyPi) 
1 
1 "... 
< k1 ỨnPn) + y 


Cho  —> œ thì được 


1 
Ỗ(pkpi) < x+A(f,,P) + 


—~ị — 


Cho &,Í — œo và chú ý {P,} là dãy Cauchy trong X, thì ta có 
ỗ(px,pi) —> 0, nghĩa là {pạ} là dãy Cauchy trong X. Do đó, {pk} 
thuộc một lớp tương đương P nào đó. 


Ta chứng minh P, —› P khi k — oo, 


~ 
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Thật vậy, với k,Ï > Âu ta có 


ô(pỀ, pa) 


IA^ 


k nỉ Ủ „Ÿ 
cữn,Zn) TT Vn,Pm,) + ỗ(Ph„› Pn) 
Ô(Pn; Pạ) nự ỗ(P.., pm.) + Ô(Ø, Da.) 


1 
ỗ(p,p!) + ¡ + (PL,Pa) 


II 


I^ 


Cho é > 0. Chọn ỉ sao cho h c : và Ô(ƒI,Pn) < : Vn > l và 
€ 
A(P(, h) < 3 Vk >ith 


€ € 
Š(PmPn) < ỗ(P_,Ph) + g + 


Cho  — oo thì được 
A(P,, tạ < A(, D) + 


(v) Từ định nghĩa 


(v) Lấy P € X. và gọi {p„} là phần tử đại diện của .P thì @(p„) € @(X) 
và 
A(@(pa). P) —ÿ 


khi + —> co. 


Nấu X đầy đủ thì ¿(X) đầy đủ và do đó ¿(X) = ¿(X) = X:. 


116. Cho A là một tập con trù mật trong không gian mêtríc X và ƒ là một 
ánh xạ liên tục đều từ 4 vào không gian mêtríc đầy đủ Y. Chứng minh 
rằng ƒ có thể nới rộng một cách duy nhất thành một ánh xạ liên tục đều 
ƒ* từ Ã vào Ÿ và nếu ƒ là đẳng cự thì ƒ* cũng là đẳng cự. 


Hướng dẫn: Với z € Ä, có dãy {za} C A hội tụ Vào Xi chứng mình 
{ƒ(£a)} là dãy Cauchy trong Ÿ và do Y đầy đủ nên có c Y sao cho 
ƒ(z,) —3 . Chứng minh giới hạn này không phụ thuộc vào cách chọn dãy 
t#a}. 


Đặt ƒ*(z) = y, chứng minh ƒ có các tính chất đòi hỏi. 
một không gian mêtríc thì ta có không gian 


117, T Ni là 
rong bài 115, nếu X là trù mật và đẳng cự với X. 


mêtríc đầy đủ X„ sao cho X„ chứa một tập con 
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Cho Ÿ là một không gian mêtríc đầy đủ chứa một tập con trù mật, đẳng 
cự với X. Chứng minh rằng có một phép đẳng cự tự nhiên từ X. lên Y, 
Hướng dẫn: Giả sử @ : X — X, và ý: X —> Y là các đẳng cự. Xét 
ánh xạ s@—1 : @(X) —> Y thì sg~ là một đẳng cự từ (X') lên ý(X). 
Do ¿(X) trù mật trong X. nên 4js@~1 có thể nới rộng một cách duy nhất 
thành một phép đẳng cự : [ao hoc V. 

Thì (#s@~1)*(X.) đầy đủ trong Y, chứa ý(X) và vì ý(X') trù mật trong 
Y nên (Qs@~*)*(Xc) = Y 


118. Lấy X, X. như trong bài 115. Chứng minh rằng 


(¡) Nếu X là không gian dịnh chuẩn thì ta có thể định một cấu trúc không 
gian véc-tơ và một chuẩn trên X, sao cho X‹ trở thành không gian 
Banach. Do đó, ánh xạ @ từ X vào X. là tuyến tính và bảo toàn 
chuẩn, nghĩa là 

lle(z)lI = llzllÐ Yz€ X 


(ii) Nếu X là không gian tiền Hilbert thì ta có thể định một cấu trúc 
không gian véc-tơ cho X; và một-tích vô hướng trên X‹ để X, trở 
thành không gian Hilbert và do đó ¿ là ánh xạ tuyến tính từ X vào 
X, giữ nguyên tích vô hướng, nghĩa là 


< g(z),#(0) > =<z,>  Vz,u€ X 


Hướng dẫn: Với P,Q € X. với các phần tử đại diện lần lượt là {p„} và 
{4„}, ta định nghĩa P + Q € X. là lớp tương đương có phần tử đại diện là 
{p„ + ga} và œP € X. (œ là hàng số) là lớp tương đương chứa phần tử đại 


diện là {œpa}. 
Nếu X là không gian định chuẩn với chuẩn ||.|| thì với mọi P € Xe; tâ 
đặt 
PỊ — A = Ì| 
|Pl = A(P.0) = lim lpa| 
với {p„} là phần tử đại diện của P. 


Nếu X là không gian tiền Hilbert với tích vô hướng <, > thì với mọi 
P,Qcx., ta đặt 
<P, =' Ì‡ 
,Q> jm < Đnyđn > 


với {p„} và {ga} là các phần tử đại diện của P và Q. 
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_ Tìm một hàm ƒ xác định trên đ, liên tục trên #\Q 


và gián đo 
trên Q : Š lăn 


Hướng dẫn: Đặt 


ro~| 


120. Chứng minh rằng không có hàm số ƒ nào liên bùi trên ] sao cho 


/(g)c E\@ xà ƒ(#\@)c Q. 
Hướng dãn: Nếu ƒ(#\'Q) C Q thì ƒ(R) = {2}, do đó 


Cc= | 


© 


t-= § 7T 'â) 


n=l1 


Dùng định lý Baire để tìm nọ sao chơ ƒ 1(„„) là tập hợp có phần trong 
khác trống. 


121. Cho X là một không gian mêtríc và Á là một tập con đóng trong X, 
ƒ là một hàm số liên tục từ X vào [ø, b| sao cho ƒ(4) C (a,ö). Chứng minh 
rằng tồn tại hàm số liên tục ƒ* từ X vào (ø,ð)'sao cho ƒ*|A = ƒ: 


Hướng dãn: Giả sử a < 0< b. Đặt B = ƒ-!{({a,b})‹ Gọi gA,ø là hàm liên 
tục trên X, nhận giá trị trong [0, 1] và bằng 1 tren 4, bằng 0 trên P. Thì 
hàm ƒ* = ø4,pƒ là hàm mong muốn. 

tríc và ƒ là hàm số 


122. Cho A là tập con đóng của không gian mê 
liên tục trên È sao cho.. 


thực liên tục trên 4. Chứng minh rằng có hàm ƒ* 


f*|la = ƒ và 
inỆ ƒ*(2) = bo lân, 
M23 ƒ\{£) = sụp ƒ(e) 


Hướng dẫn: Gọi œ là phép đồng phôi từ ñ lên (0,1) thì øsƒ là n. ve 
tục từ A vào (0 1). Do Menh đề 2.25 và bài 121, cô hàm liên tục ø từ 

` , ° : Anh ¬ÀI 
vào (0,1) sao cho g|A = #øƒ. Đặt ƒÉ =#os 
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